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mar, Enio, Fábio Barros, João Mitre, Marcelo, Otávio e Ricardo Carvalho e aos

alunos de iniciação ou projeto final, Ana Paula, Guilherme, Mariana D., Mariana

G., Raquel, Thabata e Tiago. Além do companheirismo, todos vocês contribúıram
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qualquer assunto, e lógico, pelo cafezinho sagrado de todo dia.

Quero agradecer também aos meus amigos de longa data, os mais recentes, aos

amigos da mordomia, Dani, Leandro e Thais, e aos ex-colegas e professores de gradu-

ação e mestrado que de alguma forma também contribúıram para o desenvolvimento

deste trabalho.

Agradeço a Petrobras pelo suporte financeiro durante o desenvolvimento deste

trabalho.

Agradeço imensamente também a minha famı́lia que, apesar da distância geo-
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

SIMULAÇÃO DE ESCOAMENTOS MULTIFÁSICOS POLIDISPERSOS

MULTIVARIADOS

Jovani Luiz Favero

Fevereiro/2014

Orientadores: Paulo Laranjeira da Cunha Lage

Luiz Fernando Lopes Rodrigues Silva

Programa: Engenharia Qúımica

Escoamentos multifásicos polidispersos são bastante comuns na engenharia e

apresentam grande importância em inúmeras aplicações industriais, tais como colu-

nas de borbulhamento, processos fermentativos, polimerização e emulsificação. Nes-

ses processos, os efeitos de interações entre elementos que compõem a fase dispersa

são consideravelmente complicadas e em algumas aplicações práticas, uma boa re-

presentação da f́ısica do processo só é alcançada quando se considera mais de uma

variável na modelagem do sistema polidisperso, resultando num problema do tipo

multifásico polidisperso multivariado. Este trabalho visou o desenvolvimento e im-

plementação de métodos para a solução de problemas de balanço populacional mul-

tivariado e do seu acoplamento com a dinâmica de fluidos computacional. Dentre

os métodos investigados, o DQMoM-FC foi o que apresentou a melhor performance.

Uma implementação do DQMoM-FC multivariado foi feita no software OpenFOAM.

Os modelos para a quebra e coalescência de gotas e também um modelo de turbu-

lência de dupla-camada foram estendidos e implementados. O problema referente a

inversão de momentos multivariados também foi investigado em detalhes e novas me-

todologias foram propostas. Os métodos para inversão de momentos multivariados

foram avaliados usando diferentes funções distribuições bivariadas. A validação das

metodologias desenvolvidas e de suas implementações foram realizadas considerando

diferentes casos testes para um escoamento de emulsão de água em óleo através de

um duto contendo um acidente. O processo de misturação de uma corrente de água

doce com uma emulsão de água salgada em óleo foi simulado considerando diferentes

condições operacionais. Por fim, resultados de simulações de balanço populacional

monovariado foram comparadas com dados experimentais, mostrando uma boa con-

cordância.
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Polydispersed multiphase flows are of great importance in several research areas

and industrial applications, as bubble column reactors, microbial systems, polymer-

ization and emulsification to cite a few. In these processes, the effects of interactions

among the dispersed phases are usually complex and, in some practical applications,

a good representation of the phenomena is only achieved when considering more

than one variable in the modeling, resulting in a multivariate polydisperse multi-

phase problem. This work aimed at developing and implementing methods for the

solution of the multivariate population balance problems and its coupling with com-

putational fluid dynamics. Among the investigated methods, DQMoM-FC showed

the best performance. The implementation of the multivariate DQMoM-FC was

performed in the OpenFOAM software. The models for breakage and coalescence of

droplets and also a two-layer turbulence model were extended and implemented. The

problem regarding the multivariate moment inversion was also investigated in de-

tail and new methodologies have been proposed. Methods for multivariate moment

inversion were evaluated using different bivariate distribution functions. The vali-

dation of the developed methodologies and their implementations were performed

considering different test cases for a flow of water-in-oil emulsion through a duct

containing a valve-like accident. The process of mixing a stream of freshwater with

the salty water-in-oil emulsion was simulated considering different operational con-

ditions. Finally, simulation results considering univariate population balance models

were compared with experimental data, showing good agreement.
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3.2.1 Métodos Estocásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2.2 Métodos que aproximam a Função Distribuição . . . . . . . . 27

3.2.3 Métodos de Classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2.4 Métodos de Momentos e Variantes . . . . . . . . . . . . . . . 31
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detalhes das dimensões da geometria para uma abertura de gaveta
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E.2 Campos estacionários para (a) p, (b) um = (1 − rd)u0 +
∑N

α=1 rαuα

(velocidade média da mistura), (c) ε0 e (d) νt0 obtidos usando o modelo

de turbulência k − ε. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
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xix



Eo Número de Eötvös
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g Relacionado a fenômenos de crescimento

I Referente aos processos que ocorrem na interface
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Caṕıtulo 1

Introdução

Escoamentos multifásicos dispersos são caracterizados pela existência de uma ou

mais fases dispersas, como bolhas, gotas ou part́ıculas, em uma fase cont́ınua.

Quando os elementos que compõem a fase dispersa possuem diferenças apreciá-

veis entre si – tamanho, área superficial, temperatura, concentração de um de seus

componentes, etc. – diz-se que o sistema é polidisperso.

A distribuição das propriedades de um sistema polidisperso pode passar por vari-

ações significativas ao longo do processo. Os mecanismos envolvidos nestas variações

usualmente estão relacionados a diversos fenômenos, como a presença de reações qúı-

micas, agitação, o padrão do escoamento e fenômenos de transferência de massa e

de calor entre as diferentes fases presentes no sistema.

Além disso, em algumas aplicações práticas, uma boa representação da f́ısica do

processo só é posśıvel quando se considera mais de uma variável para modelar o

sistema polidisperso. Neste caso, é necessário considerar um escoamento do tipo

multifásico polidisperso multivariado. Por exemplo, num escoamento de gás em

ĺıquido o mais usual é considerar somente a informação sobre o tamanho das bolhas,

contudo o conhecimento do tamanho e da área superficial permitiria uma modelagem

mais detalhada do processo. Em processos de misturação ĺıquido-ĺıquido pode ser

interessante dispor, além da informação da distribuição do tamanhos das gotas, o

valor da concentração dos componentes existentes nas mesmas. Outro exemplo é

a polimerização em emulsão, onde cada part́ıcula pode ser caracterizada por seu

tamanho e pela massa de poĺımero presente na mesma.

Os escoamentos multifásicos polidispersos são bastante comuns na engenharia e

apresentam grande importância em inúmeras aplicações industriais, tais como: na

dinâmica de aerosóis, em ciclones, colunas de borbulhamento, processos de polimeri-

zação, cristalização, fermentação, emulsificação, entre outros [3–8]. Nesses processos

os efeitos de interações entre as entidades que compõem a fase dispersa são conside-

ravelmente complexas por contarem com a influência de diversos fenômenos f́ısicos

distintos e variáveis do sistema. Por outro lado, o conhecimento das propriedades de
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um sistema polidisperso juntamente com a dinâmica do escoamento podem ser de

fundamental importância em operações que utilizam algum dos processos citados.

As simulações computacionais vem sendo cada vez mais usadas para tal propósito,

atuando em cooperação com os protótipos de bancada. O uso do balanço populaci-

onal para modelar um sistema polidisperso acoplado com o escoamento multifásico,

resolvido por dinâmica de fluidos computacional, tem se mostrado uma metodologia

realmente eficaz para a simulação de escoamentos multifásicos polidispersos.

1.1 Motivação e Relevância do Trabalho

Uma simulação mais adequada de sistemas polidispersos depende de uma solução

acurada da equação de balanço populacional multivariada acoplada à dinâmica de

fluidos computacional. Um código que possibilite fazer simulações de sistemas po-

lidispersos possui grande aplicação em muitos processos da engenharia, podendo

ser utilizado tanto em estudos cient́ıficos, no meio acadêmico, quanto em indústrias,

constituindo uma ferramenta para auxiliar na implementação de novos projetos e/ou

na melhoria dos já existentes.

Todavia, a existência de um código ou até mesmo de uma metodologia para tal

propósito é uma questão ainda controversa na literatura e um assunto que merece

muita dedicação e pesquisa acadêmica. Dessa forma, este trabalho é motivado não

somente pela vasta aplicação que os escoamentos multifásicos polidispersos possuem

em processos que ocorrem na natureza ou na industria, mas também pelos desafios

cient́ıficos que esta área ainda apresenta, como por exemplo:

• Solução de problemas de balanço populacional multivariado: existe

uma complexidade tanto em termo de modelagem quanto de solução. Este

tema é ainda pouco abordado na literatura, mas vem ganhando um maior des-

taque nos últimos anos. Ainda hoje não existe uma metodologia que permita

resolver este tipo de problema de forma acurada e eficiente. Grande parte dos

trabalhos encontrados na literatura não vão além de resolver um problema

de balanço populacional monovariado [5, 9, 10]. Quando consideram um caso

multivariado, geralmente o fazem com muitas simplificações [11–13].

• Solução de escoamentos multifásicos: a simulação de escoamentos multi-

fásicos ainda depende da solução de dois grandes desafios relacionados à mo-

delagem e à solução numérica. São necessários avanços consistentes na área

da modelagem das forças interfaciais e da turbulência. No que se refere a so-

lução numérica do modelo multifásico, existem hoje diferentes metodologias,

sendo que a escolha por uma ou outra depende do tipo de problema a ser
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resolvido. Os maiores desafios nesse campo é tornar essas metodologias mais

gerais, robustas, eficientes e acuradas [4, 14].

• Acoplamento de balanço populacional com o escoamento multifásico:

como pode ser visto na literatura, os métodos baseados em momentos são os

que se mostram mais promissores para atacar esse tipo de problema. Esses

métodos necessitam da geração de uma discretização que represente a função

distribuição multivariada e seus momentos de forma acurada. O problema da

inversão de momentos monovariados tem solução fechada, mas o mesmo não

ocorre para o caso multivariado. A obtenção de uma quadratura multidimen-

sional a partir dos momentos multivariados é uma tarefa complexa, ainda uma

questão em aberto na literatura. A solução deste problema é de fundamental

importância para que seja posśıvel realizar simulações de balanço populacional

multivariado acopladas à dinâmica de fluidos computacional [11, 15, 16].

1.2 Objetivos

A proposta deste trabalho foi o desenvolvimento de um código para simulação de

escoamentos multifásicos polidispersos multivariados. A implementação foi realizada

no software de dinâmica de fluidos computacional de código aberto denominado

OpenFOAM.

O trabalho teve três objetivos principais:

1. Desenvolver uma metodologia que seja acurada e ao mesmo tempo genérica,

robusta e eficiente para resolver problemas de balanço populacional multivari-

ado.

2. Estudar e propor metodologias para o acoplamento do balanço populacional

multivariado com códigos de dinâmica de fluidos computacional.

3. Elaborar um código computacional abrangente e flex́ıvel para simular escoa-

mentos multifásicos polidispersos multivariados.

1.3 Estrutura do Texto

No Caṕıtulo 2 são apresentados os fundamentos teóricos sobre escoamentos multi-

fásicos e uma breve revisão da literatura sobre a aplicação dos mesmos.

Posteriormente, no Caṕıtulo 3, é descrita a fundamentação teórica sobre balanço

populacional no que se refere a sua modelagem e aplicação. Também é encontrada
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uma revisão bibliográfica dos métodos atualmente existentes na literatura para re-

solver a equação de balanço populacional, com foco na aplicação para problemas

multivariados e heterogêneos.

No Caṕıtulo 4 são apresentados alguns conceitos referentes à simulação de escoa-

mentos usando a dinâmica de fluidos computacional além de um breve detalhamento

do funcionamento do software OpenFOAM, com aspectos referentes às vantagens de

seu uso e noções básicas para simulação e desenvolvimento através dele.

A problemática em torno da inversão de momentos multivariados é abordada

no Caṕıtulo 5. Também são apresentados os diferentes métodos que podem ser

considerados como alternativas à solução deste problema.

No Caṕıtulo 6 são descritos os desenvolvimentos e avanços alcançados neste tra-

balho em diferentes áreas, igualmente necessárias, para se chegar ao produto final,

ou seja, o solver para simulação de escoamentos multifásicos polidispersos multiva-

riados.

Posteriormente, no Caṕıtulo 7, são apresentados e discutidos os resultados obti-

dos ao longo deste trabalho.

Por fim, o Caṕıtulo 8 é reservado às conclusões gerais e sugestões para trabalhos

futuros.
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Caṕıtulo 2

Escoamentos Multifásicos

Neste caṕıtulo são apresentados os fundamentos teóricos em escoamentos multi-

fásicos e uma breve revisão da literatura sobre posśıveis aplicações desse tipo de

escoamento.

2.1 Definições Gerais

Escoamentos multifásicos estão presentes em inúmeras aplicações da engenharia.

Na engenharia qúımica, este tipo de escoamento pode ser encontrado em unidades

de extração e destilação, leitos fluidizados, homogenizadores, reatores qúımicos e

fermentadores, processos de emulsificação e desemulsificação, processos de separação,

evaporação e sistemas de dessalinização, colunas de borbulhamento, entre muitas

outras aplicações [17, 18].

A complexidade dos escoamentos multifásicos é oriunda da existência de interfa-

ces separando as diferentes fases. Essas interfaces podem ser múltiplas, deformáveis

e móveis, originando descontinuidades nos valores das propriedades f́ısicas dos flui-

dos e causando a existência de um escoamento complexo nas suas vizinhanças. A

topologia da interface permite subdividir os escoamentos em separados, mistos ou

dispersos. Neste sentido, um escoamento multifásico pode ser classificado, de acordo

com as fases termodinâmicas envolvidas, em gás-sólido, gás-ĺıquido, ĺıquido-sólido

ou ĺıquido-ĺıquido quando se tem uma mistura entre dois ĺıquidos imisćıveis [17].

Escoamentos multifásicos do tipo disperso também são muito comuns na enge-

nharia. Estes escoamentos tem como caracteŕıstica a existência de elementos dis-

persos em uma fase cont́ınua, ou seja, a fase dispersa ocupa regiões desconexas do

espaço. Num escoamento desse tipo podem existir interação entre as part́ıculas,

gotas ou bolhas, que compõem as fases dispersas, sendo comum a ocorrência dos

fenômenos de agregação e quebra de part́ıculas1. Quando as part́ıculas não podem

1Por simplicidade, o termo part́ıcula passará a ser usado neste trabalho para designar não
unicamente part́ıculas sólidas, mas também qualquer entidade dispersa numa fase cont́ınua.
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ser admitidas como sendo iguais, o escoamento passa a ser classificado como po-

lidisperso. Estes escoamentos podem ser modelados usando a técnica de balanço

populacional, que será descrita no Caṕıtulo 3. Num escoamento polidisperso, a dis-

tribuição de tamanho das part́ıculas e as suas interações podem vir a afetar não

somente o perfil de velocidade das fases, mas também o regime do escoamento mul-

tifásico [4].

Apesar da vasta literatura sobre escoamentos multifásicos o assunto ainda é tema

de muita pesquisa e não está tão bem consolidado como estão os escoamentos mo-

nofásicos.

A dinâmica de fluidos computacional (Computational Fluid Dynamic - CFD) tem

mostrado ser uma boa ferramenta para a simulação dos fenômenos que são observa-

dos em escoamentos multifásicos. Na literatura que trata da simulação desse tipo

de escoamento usando CFD, as abordagens Euleriana-Euleriana (E-E) e Euleriana-

Lagrangeana (E-L) são as predominantes [14].

A modelagem E-L trata as part́ıculas como entidades discretas presentes no es-

coamento de uma fase cont́ınua. Cada part́ıcula é modelada individualmente e o

número de part́ıculas a ser considerado pela modelagem deve ser suficiente para

representar o número real de part́ıculas presente no sistema. O mais comum é se

assumir part́ıculas representativas, isto é, uma part́ıcula que representa o efeito de

um conjunto de part́ıculas. Devido a isto, geralmente se admitem hipóteses simplifi-

cativas no qual as part́ıculas são consideradas fontes pontuais e com forma esférica.

Dessa forma, resolvem-se as equações médias para conservação de massa, energia e

quantidade de movimento para a fase cont́ınua (Euleriana) e as velocidades e posi-

ções das part́ıculas são obtidas a partir da segunda lei de Newton. Definindo mi, zi

e ui como sendo, respectivamente, a massa, a posição e a velocidade da part́ıcula i,

a soma das forças atuantes na part́ıcula i é dada por [4, 19]:

∑
Fi = mi

dui
dt

(2.1)

sendo a velocidade definida como:

ui =
dzi
dt

(2.2)

O efeito das part́ıculas sobre o meio assim como as interações entre part́ıculas são

pasśıveis de serem consideradas nesse tipo de modelagem usando-se, por exemplo, a

abordagem DEM (Discrete Element Method) [20, 21]. Contudo, é mais comum o uso

de simulações E-L quando se tem baixas quantidades de part́ıculas (sistemas dilúı-

dos) devido ao enorme custo computacional em escoamentos com elevada densidade

numérica de part́ıculas. Esta limitação torna este método inviável para algumas
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aplicações.

Existe ainda a possibilidade de se considerar as part́ıculas como sendo entidades

deformáveis. Este tipo de escoamento pode ser visto como um escoamento mono-

fásico acrescido de uma metodologia apropriada para o tratamento das interfaces.

Para tal, são muito conhecidas as metodologias MaC (Marker-and-Cell) [22] e VoF

(Volume-of-Fluid) [23]. O VoF é uma técnica numérica muito empregada para fazer

o acompanhamento de interfaces em escoamentos que apresentam superf́ıcies livres.

Na formulação VoF uma mesma equação de conservação é válida para ambas as

fases. Por exemplo, um único campo de pressão e outro de velocidade são resolvidos

num escoamento multifásico laminar e isotérmico. As diferentes fases se distinguem

pela variação das propriedades do fluido no domı́nio ou através das interfaces.

O volume total de um dado fluido em uma célula é calculado como sendo Fvol =

γVcel, onde Vcel é o volume da célula computacional e γ é a fração de um dos fluidos

nesta célula. O valor de γ numa célula varia entre dois limites. Por exemplo,

considerando um caso bifásico, uma célula completamente preenchida por um fluido

apresenta γ = 1, ao passo que uma célula completamente preenchida pelo outro

fluido apresenta γ = 0. Na interface, γ assume valores intermediários entre 0 e 1,

satisfazendo a seguinte equação topológica [14, 24, 25]:

∂γ

∂t
+∇ • (γu) = 0 (2.3)

As propriedades f́ısicas dos fluidos em uma célula qualquer são dadas em relação

à fração de cada fluido presente na célula correspondente. Matematicamente, para

uma propriedade genérica Θ, isto pode ser dado como:

Θ = γΘfluido1 + (1− γ)Θfluido2 (2.4)

Atualmente este tipo de método vem sendo muito usado em escoamentos onde

se tem interfaces que podem ser facilmente caracterizadas. Em muitas aplicações é

comum usar técnicas de malhas adaptativas, fazendo-se um refinamento de malha

junto à interface. Contudo, a aplicação desses métodos para representar escoamentos

polidispersos com altas densidades numéricas de part́ıculas ainda é inviável devido

ao elevado custo computacional associado à necessidade de se usar malhas computa-

cionais muito finas. Por exemplo, em reatores reais a fase dispersa é representada por

uma ampla variedade de tamanhos e elevadas densidades numéricas de part́ıculas,

sendo computacionalmente impraticável usar uma malha que resolva corretamente

a interface de todas essas part́ıculas [26].

Na abordagem Euleriana-Euleriana, as fases são vistas como meios interpene-

trantes. Essa formulação se baseia na promediação das equações de conservação

7



usando média volumétrica, temporal ou amostral [25]. As equações de conservação

de massa e movimento médias são usadas para descrever ambas as fases em uma

escala de mistura com tamanho superior à molecular. A caracterização da mistura

pela média amostral permite aplicar essa metodologia em casos com elevada densi-

dade numérica de part́ıculas [4, 25]. O acoplamento entre este tipo de formulação e o

balanço populacional é feito de forma bastante direta, sendo por isso a metodologia

mais usada para tratar escoamentos polidispersos. Um maior aprofundamento sobre

a formulação E-E será vista na próxima seção.

2.2 Formulação Euleriana-Euleriana

As simulações E-E apresentavam inicialmente muita difusão numérica e eram menos

acuradas que as E-L [27]. Contudo, observou-se uma melhoria significativa através

do uso de esquemas de interpolação de alta resolução, conhecidos como TVD (To-

tal Variation Diminishing) e NVD (Normalized Variable Diagram) para os termos

advectivos das equações de conservação de quantidade de movimento, mantendo-se

com isso o interesse neste tipo de formulação [28].

A promediação da formulação Euleriana origina dois tipos de modelos: o modelo

de mistura e o modelo multi-fluido.

No modelo de mistura ambas as fases são descritas como se fossem uma única

fase, baseando-se na hipótese de que as fases estão em equiĺıbrio local. Nessa abor-

dagem não é requerida a solução das equações da continuidade e de quantidade de

movimento para cada uma das fases, mas apenas a equação para a mistura. Essa

formulação provê uma descrição das propriedades e do comportamento da mistura,

mas não dá informação sobre a interação e o comportamento das diferentes fases. No

caso do ASMM (Algebraic Slip Mixture Model) deve-se também propor uma relação

para descrever a velocidade de escorregamento entre as fases (slip) [4, 25].

O modelo Euleriano multi-fluido é mais geral e é obtido da promediação das

equações de conservação de cada uma das fases. Neste tipo de modelo as fases são

consideradas como sendo cont́ınuas, interpenetrantes e representadas por equações

de conservação médias. No processo de promediação introduz-se a fração de fase,

r, ao conjunto de variáveis e devido à perda de informação no processo de média,

alguns termos adicionais aparecem nas equações de conservação de cada fase. Estes

termos devem ser tratados com uma modelagem adicional e são os responsáveis

pelos fenômenos de interação entre as fases. A abordagem E-E é aplicável a todos

os regimes de escoamento dependendo apenas de uma modelagem para a turbulência

e para os termos referentes às forças interfaciais [4, 14, 17, 25].

O modelo Euleriano multi-fluido é naturalmente mais complexo que o modelo

de mistura mas é o mais adequado para descrever sistemas no qual as fases dife-
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rem significativamente em comportamento como, por exemplo, quando as fases têm

campos de velocidade bem distintos.

2.2.1 Modelo Euleriano Multi-fluido

No modelo Euleriano multi-fluido para um escoamento disperso, consideram-se usu-

almente N + 1 fases, com uma fase cont́ınua, representada pelo subscrito α = 0, e

N fases dispersas, descritas com o subscrito α = 1, . . . , N .

Admitindo um sistema multifásico isotérmico as equações de conservação obtidas

usando média amostral são descritas por [4, 14]:

∂(ρα rα)

∂t
+∇ • (ρα rαuα ) = Rα (2.5)

∂(ρα rα uα)

∂t
+∇ • (ραrαuα uα) = ∇ • (rαT

eff
α ) + rαραg

+ Feff
I,α +Rαuα,I + Sα

(2.6)

onde ρα, uα e Teff
α representam, respectivamente, a massa espećıfica média, a velo-

cidade média e o tensor tensão efetivo médio da fase α, podendo este ser decomposto

em uma parcela laminar e outra turbulenta (Teff
α = Tlam

α + Tturb
α ). rα é a fração da

fase, que equivale à probabilidade de dada fase estar presente em certo instante de

tempo e ponto no espaço, Rα é o termo fonte usado para modelar a transferência

de massa entre as fases, sendo dependente do processo considerado (reação qúımica,

por exemplo), uα,I representa a velocidade pela qual a fase α é transferida através

da interface, a qual será desprezada neste trabalho, Sα é um termo fonte relacionado

à conservação da quantidade de movimento devido às forças externas atuando na

fase α e Feff
I,α é o termo de troca de quantidade de movimento pela interface da fase

α [4, 17, 25].

O termo Feff
I,α considera os efeitos das forças que atuam nas interfaces das fases,

sendo muito comum separar a sua modelagem nas forças de arrasto, sustentação,

massa virtual e dispersão turbulenta [4, 17].

O tensor tensão laminar médio, Tlam
α , pode ser decomposto em duas parcelas,

uma correspondente às componentes normais da força e outra correspondente à

tensão viscosa. Assumindo um fluido Newtoniano, é representada por:

Tlam
α = −pαI + τ lamα (2.7)

τ lamα = 2µαDα + (κα −
2

3
µα)(∇ • uα)I (2.8)

Dα =
1

2

[
∇uα + (∇uα)T

]
(2.9)
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onde p, µ, κ, D e I são, respectivamente, a pressão, a viscosidade dinâmica, a

viscosidade de dilatação, o tensor taxa de deformação e o tensor identidade.

2.2.2 Modelagem da Turbulência

A modelagem da turbulência é indispensável para uma descrição correta de escoa-

mentos multifásicos em simulações usando CFD. O processo de tomada da média

gera um termo adicional na equação de quantidade de movimento chamado de ten-

são de Reynolds. Esse termo é responsável pelos efeitos associados à turbulência.

A modelagem da turbulência tende a focar determinados efeitos podendo variar de

forma significativa dependendo das hipóteses utilizadas.

Uma das abordagens mais usadas para modelar a tensão de Reynolds é base-

ada na hipótese de BOUSSINESQ [29] que considera que as tensões turbulentas são

proporcionais ao tensor taxa de deformação da velocidade média do escoamento.

Diferentemente da viscosidade molecular, a viscosidade turbulenta não é uma pro-

priedade do fluido. O seu valor varia de ponto a ponto, dependendo principalmente

do padrão do escoamento.

A introdução do conceito de viscosidade turbulenta fornece uma metodologia

para construir modelos de turbulência. Usando essa ideia, a viscosidade turbulenta

é relacionada às variáveis do escoamento médio ou a outras variáveis da turbulência

obtidas por uma expressão expĺıcita ou outras equações adicionais.

Para fluidos considerados incompresśıveis, a Equação 2.10 apresenta a formulação

do tensor tensão turbulento total, onde k é a energia cinética turbulenta e τ turbα é o

tensor tensão de turbulência [4]:

Tturb
α = −2

3
ραkI + τ turbα (2.10)

onde

τ turbα = 2µturbα Dα (2.11)

Diante da enorme quantidade de modelos de turbulência existentes para escoa-

mentos monofásicos apenas alguns destes foram adaptados para o caso multifásico.

O modelo k− ε considera que a turbulência do escoamento é caracterizada por uma

escala de comprimento. Essa escala de comprimento é uma medida do tamanho

dos turbilhões ou vórtices turbulentos e é considerada uma medida representativa e

igual em todas as direções. Dessa forma, essa modelagem considera a hipótese de

isotropia, a qual não produz bons resultados em escoamentos sob ação de rotação,

recirculações ou gradientes adversos de pressão. Além disso, considera-se que a vis-

cosidade turbulenta é isotrópica, ou seja, a relação entre o tensor tensão turbulento

médio e o tensor taxa de deformação médio é igual em todas as direções. Mesmo
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assim, o modelo k − ε é sem dúvida o mais usado em escoamentos multifásicos

turbulentos [30].

Este modelo introduz duas equações de transporte adicionais, uma para a energia

cinética turbulenta, k, e outra para a taxa de dissipação de energia turbulenta, ε.

A partir de k e ε calcula-se a viscosidade turbulenta local [4]. Como é dif́ıcil ob-

ter um fechamento para a modelagem multifásica da turbulência, o mais comum é

resolver um modelo de turbulência somente para a fase cont́ınua, obtendo-se a visco-

sidade turbulenta para a mesma. Posteriormente, estima-se a viscosidade turbulenta

da fase dispersa em função da viscosidade turbulenta da fase cont́ınua, geralmente

usando um modelo algébrico.

As equações de conservação para a energia cinética e a dissipação de energia tur-

bulenta da fase cont́ınua (α = 0), são dadas pelas Eqs. 2.12 e 2.13, respectivamente:

∂(r0ρ0k0)

∂t
+∇ • (r0ρ0u0k0)−∇ •

[
r0

(
µlam0 +

µturb0

σk

)
∇k0

]
= r0(Ψ0 − ρ0ε0) + S0,k

(2.12)

∂(r0ρ0ε0)

∂t
+∇ • (r0ρ0u0ε0)−∇ •

[
r0

(
µlam0 +

µturb0

σε

)
∇ε0

]
= r0S

P
0,ε + S0,ε

(2.13)

onde o termo fonte SP0,ε é dado por:

SP0,ε =
ε0
k0

(Cε1Ψ0 − Cε2ρ0ε0) (2.14)

Ψ0 é o termo de produção de energia turbulenta dado por Ψ0 = νt0D
2
0 e D0 =

√
2D0

•• D0.

Já S0,k e S0,ε são termos fontes que podem ser usados na modelagem dos efei-

tos de turbulência causados por outras fontes como, por exemplo, a interação com

part́ıculas [31]. As constantes do modelo k− ε padrão possuem os seguintes valores:

Cε1 = 1,44, Cε2 = 1,92, σk = 1,0 e σε = 1,3.

A viscosidade turbulenta µturb0 é calculada usando a relação de Kolmogorov-

Prandtl:

µturb0 = Cµρ0
k2

0

ε0
(2.15)

onde a constante Cµ possui valor de 0,09.

As viscosidades turbulentas das fases dispersas, obtidas da viscosidade turbulenta

da fase cont́ınua, são usualmente modeladas por:

µturbα = C2
t

ρα
ρ0

µturb0 , α = 1, . . . , N (2.16)
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onde o parâmetro Ct é usado para especificar quanto da turbulência da fase cont́ınua

é transmitida para a fase dispersa. Considerando-se Ct = 1, a flutuação turbulenta

da fase cont́ınua é passada integralmente para a fase dispersa.

É comum também se considerar uma termo para modelar a turbulência gerada

pela presença da fase dispersa. Neste sentido, um modelo bastante usado é o de Sato,

o qual representa o efeito da turbulência produzida pelo movimento das bolhas em

escoamentos gás-ĺıquido [32, 33]. Usando o modelo de Sato, o valor da viscosidade

turbulenta efetiva da fase cont́ınua passa a ser dado pela soma da viscosidade tur-

bulenta dada pela Equação 2.11 com a viscosidade induzida pelo movimento das

bolhas, ou seja:

µturb,eff0 = µturb0 + µBI0 (2.17)

onde µBI0 é dada por:

µBI0 =
N∑
α=1

ρ0C
BI
µ rαdα|uα − u0| (2.18)

e, conforme [34], recomenda-se o valor de 0,6 para a constante CBI
µ .

A turbulência induzida pela fase dispersa tem se mostrado importante para me-

lhorar os resultados obtidos nas simulações de escoamentos gás-ĺıquido. O assunto

ainda é tema de pesquisa mas já é posśıvel encontrar diversos trabalhos avaliando o

efeito dessa modelagem [34–36].

O desenvolvimento de modelos de turbulência multifásicos ainda é um assunto

que está em aberto devido a enorme complexidade do tema. A extensão dos mo-

delos monofásicos não é direta, pois vários termos inter-correlacionados surgem no

equacionamento, a maioria deles ainda sem um significado f́ısico aparente, tornando

muito dif́ıcil a tarefa de modelá-los.

2.2.3 Modelagem das Forças Interfaciais

Uma questão bastante importante na modelagem de escoamentos multifásicos é o

tratamento das forças interfaciais de troca de quantidade de movimento, Feff
I,α . Pelas

leis de conservação, a quantidade total de movimento transferida entre as fases deve

ser nula, ou seja,
∑N

α=0 Feff
I,α = 0. O sistema de equações multi-fluido é fechado com

a modelagem das N + 1 fases.

A obtenção de equações constitutivas para o fechamento do modelo Euleriano

deve respeitar alguns prinćıpios, como por exemplo, o prinćıpio da equipresença,

indiferença ao referencial, as leis da termodinâmica, entre outras. Além disso, ainda

deve ser considerado o fato da solução ser bem posta, ou seja, ser posśıvel a obtenção

de uma única solução [25].

O fechamento do modelo Euleriano considera os fenômenos que ocorrem na in-

terface entre as fases. A força interfacial de uma fase α normalmente é decomposta
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em termos da força de interação entre as fases e da ação da tensão interfacial média

sobre o gradiente de fração de fase:

Feff
I,α = FI,α + pI,α∇rα − τ I,α •∇rα (2.19)

sendo muito comum desprezar os efeitos da tensão interfacial (τ I,α = 0) e, dessa

forma, considerar que a pressão possui localmente o mesmo valor para todas as

fases, pα = pI,α = p [17, 27].

O termo de interação entre as fases pode considerar vários tipos de forças interfa-

ciais, entre as quais as mais usadas são as forças de arrasto (drag), sustentação (lift),

massa virtual e dispersão turbulenta. Considerando-se estas forças, a formulação do

termo de interação entre fases para a fase dispersa é dada por:

FI,α0 =
N∑
α=1

[
Fa
I,α0 + Fs

I,α0 + Fmv
I,α0 + Fdt

I,α0

]
(2.20)

onde Fa, Fs, Fmv e Fdt representam respectivamente as forças devido ao arrasto,

sustentação, massa virtual e dispersão turbulenta.

Cabe notar que as forças de troca de quantidade de movimento entre as fases

se inter-relacionam de acordo com a 3ª lei de Newton, ou seja, F
(·)
I,0α = −F

(·)
I,α0.

Também deve ficar claro que FI,α0 possui unidade de força dividido por volume.

Força de Arrasto

A força de arrasto aparece sempre que existe um movimento relativo entre a part́ıcula

e o fluido e pode ser definida como a força exercida pela fase cont́ınua sobre a

part́ıcula devido à diferença de velocidade existente entre elas [4, 5, 17].

A modelagem da força de arrasto em escoamentos multifásicos é dada pela Equa-

ção 2.21, onde ρ0 é a massa espećıfica, CD,α é o coeficiente de arrasto para a fase

α, ur,α = u0 − uα é a velocidade relativa, Aα é a área projetada normal ao vetor

velocidade relativa da part́ıcula da fase α e Vα é volume da part́ıcula da fase α [4].

Fa
I,α0 =

1

2
ρ0rα

Aα
Vα
CD,α|ur,α|ur,α (2.21)

A modelagem do coeficiente de arrasto depende da f́ısica do problema, uma vez

que a forma das part́ıculas não é necessariamente fixa. É comum usar correlações

para part́ıculas isoladas. O modelo de SCHILLER e NAUMANN [37] é um dos mais

simples para o cálculo do coeficiente de arrasto e se aplica no caso de part́ıculas
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esféricas:

CD,α =


24

Re
(1 + 0,15Re0,687) para Re ≤ 1000;

0,44 para Re > 1000.
(2.22)

onde Re é o número de Reynolds dado por:

Re =
ρ0|ur,α|dα

µ0

(2.23)

sendo que µ0 é a viscosidade da fase cont́ınua e dα é o diâmetro da part́ıcula.

No modelo de Grace [38], as part́ıculas podem assumir a forma elipsoidal:

CD,α =
4

3

(
ρ0 − ρα
ρ0

)
g dα
U2
t

(2.24)

onde Ut é a velocidade terminal calculada por:

Ut =
µ0

ρ0dα
M−0,149(J − 0,857) (2.25)

com M (número de Morton) e J definidos por:

M =
µ4

0g(ρ0 − ρα)

ρ2
0σ

3
0α

, J =

0,94H0,751, se 2 < H ≤ 59,3

3,42H0,441, se H > 59,3
(2.26)

onde

H =
4

3
EoM−0,149

(
µ0

µref

)−0,14

, Eo =
g (ρ0 − ρα) d2

α

σ0α

(2.27)

sendo que Eo é o número de Eötvös, µref = 9 × 10−4Kgm−1s−1 é a viscosidade

laminar da água que é tomada como sendo uma viscosidade de referência para o

modelo, g é o valor da aceleração da gravidade e σ0α é o coeficiente de tensão

superficial.

Além desses, outro modelo bastante usado para gotas e bolhas com forma elip-

soidal é o de Ishii e Zuber [39]:

CD,α =
2

3
Eo1/2 (2.28)

Também encontram-se na literatura alguns modelos que consideram o efeito da

concentração de part́ıculas no cálculo de CD,α, como pode ser visto no trabalho de

DODDS e NASER [40].
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Força de Sustentação

Em um escoamento com campo uniforme e estacionário, a força de sustentação

refere-se à força normal à velocidade relativa do fluido. A força de sustentação é

usualmente modelada por:

Fs
I,α0 = CL,αρ0rαur,α × (∇× u0) (2.29)

onde CL,α é o coeficiente de sustentação da fase α [4, 14, 17, 25, 27, 36].

Cabe notar que, pela forma como foi definida a Equação 2.29, CL,α seria função

das propriedades f́ısicas do fluido, do tipo de escoamento e do tamanho da part́ıcula,

como pode ser visto em CROWE et al. [18]. Apesar disso, para escoamentos com

Re > 102, o mais comum é considerar o coeficiente de sustentação sendo constante

(CL,α = 0,5) para o caso de part́ıculas esféricas. Contudo, existem na literatura

alguns modelos para o coeficiente de sustentação, por exemplo o de Tomiyama [41,

42].

Massa Virtual

A massa virtual de uma part́ıcula se refere ao volume de fluido que deve ser acelerado

junto com a part́ıcula, de forma que a massa total sujeita à aceleração na equação de

conservação de quantidade de movimento da part́ıcula seja (ρα + CMV,αρ0)Vα, onde

CMV,α é o coeficiente de massa virtual devido à movimentação da part́ıcula e Vα é

o volume da part́ıcula da fase dispersa α [4]. Desta forma, a modelagem usual da

força de massa virtual é dada por:

Fmv
I,α0 = CMV,αρ0rα

(
D0u0

Dt
− Dαuα

Dt

)
(2.30)

onde o operador D(·)
Dt

é a derivada material ou substantiva, dada por:

Dα(·)
Dt

=
∂(·)
∂t

+ uα •∇(·) (2.31)

O mais usual é se usar CMV,α = 0,5, que é o valor correspondente a part́ıculas

esféricas em escoamento não-viscoso. A soma da força de massa virtual usando

CMV,α = 0,5 com a força de sustentação usando CL,α = 0,5 satisfaz o prinćıpio de

independência do referencial.
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Dispersão Turbulenta

A força de dispersão turbulenta ocorre devido à flutuação da força de arrasto asso-

ciada à turbulência. É comumente dada pela seguinte forma funcional [36]:

Fdt
I,0α = CDT,α ρ0 k0∇rα (2.32)

onde CDT,α é o coeficiente de dispersão turbulenta que pode assumir um valor cons-

tante igual a 0,1 ou ser modelado. DE BERTODANO [43] propôs o seguinte modelo:

CDT,α = C1/4
µ

1

Stk(1 + Stk)
(2.33)

onde o número de Stokes, Stk, é dado por Stk = τα
τ0

, τα = 4dα
3CD,α|ur,α|

e τ0 = C
3/4
µ

k
ε
.

2.3 Aplicações envolvendo Escoamentos Multifá-

sicos

As simulações de escoamentos multifásicos vêm sendo muito usadas em diversas

áreas da pesquisa. Com o progresso conseguido nos últimos anos, o uso desse tipo

de simulação vem saindo do meio acadêmico e passando cada vez mais a ser usado

em aplicações encontradas na indústria.

Como exemplo do crescimento dessa área na engenharia qúımica, pode-se citar

a enorme quantidade de trabalhos publicados sobre escoamentos gás-ĺıquido sobre

colunas de borbulhamento e dispersões ĺıquido-ĺıquido em processos de emulsificação

e desemulsificação.

2.3.1 Colunas de Borbulhamento

A literatura sobre colunas de borbulhamento ou reatores multifásicos é muito ex-

tensa, tanto no âmbito experimental quanto em simulação computacional. Colunas

de borbulhamento tem sido utilizadas em processos envolvendo reações de oxidação

de compostos como butano, tolueno e xileno, processos de polimerização e hidro-

genação, śıntese de Fischer-Tropsch, no campo da biotecnologia para produção de

enzimas, protéınas e antibióticos, processos envolvendo fermentação, cultura de cé-

lulas, tratamento de efluentes e a evaporação por contato direto, como no caso de

concentração de sucos [44, 45].

As colunas de borbulhamento são muito usadas devido a sua simplicidade de

construção, o baixo custo operacional e suas boas caracteŕısticas para transferência

de calor e massa [46].
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O padrão do escoamento em uma coluna de borbulhamento é dependente de vá-

rios parâmetros, dentre os quais a velocidade superficial de gás, aspectos relacionados

à forma do distribuidor ou injetor e à geometria da coluna.

Dois regimes bem distintos de escoamento podem ser visualizados de acordo

com o valor da velocidade superficial de gás na coluna. O regime homogêneo é

atingido quando baixas velocidades de gás são usadas, e o heterogêneo, quando

se usa velocidades mais altas. Os trabalhos de MUDDE et al. [47] e MUDDE

e VAN DEN AKKER [48] apresentam uma análise detalhada de escoamentos com

baixa velocidade superficial de gás, concluindo que mesmo usando baixas velocidades

é posśıvel verificar o aparecimento de um padrão de recirculação no interior da

coluna. Uma análise de escoamentos em diferentes sub-regimes heterogêneos foi

feita no trabalho de CHEN et al. [49].

O efeito do distribuidor sobre o padrão do escoamento no interior de colunas de

borbulhamento é tema de muitos trabalhos encontrados na literatura [50, 51]. Alguns

trabalhos experimentais fizeram um esforço no intuito de tentar obter escoamentos o

máximo posśıvel uniformes, sem presença de recirculações, usando injeção localizada,

como por exemplo, injetor tipo agulha, tubo perfurado, entre outros [52, 53]. O uso

de injeção através de uma placa porosa também é muito comum em trabalhos dessa

área [54].

Um estudo sobre a influência do padrão de aeração sobre o escoamento no interior

de colunas retangulares e ciĺındricas pode ser encontrada no trabalho de HARTE-

VELD et al. [55]. O sistema de aeração usado permitiu obter escoamentos uniformes

sem a presença de recirculações mesmo para frações de gás mais altas, em torno de

25%.

Devido à sua simplicidade, as colunas com geometria retangular são as mais usa-

das tanto na parte experimental como em simulações usando CFD. Recentemente,

vários trabalhos foram publicados nesta área, para citar alguns, BECKER et al.

[56, 57], BUWA e RANADE [58, 59] e DÍAZ et al. [5].

No trabalho de DÍAZ et al. [5], uma coluna de borbulhamento retangular (escala

laboratorial) foi usada para obtenção de dados experimentais que foram usados pos-

teriormente para validação de simulações usando CFD. Os autores usaram simulação

3D bifásicas transiente, formulação E-E, modelo de turbulência k−ε e consideraram

fenômenos de quebra e coalescência de bolhas para analisar a influência que algumas

variáveis numéricas e do escoamento têm sobre os termos de arrasto, sustentação e

massa virtual.

Uma grande conclusão tirada a partir dos anos e dos vários trabalhos na área

é que é indispensável o uso de esquemas de interpolação de alta resolução para o

termo advectivo da equação de conservação de quantidade de movimento [28] e que

a simulação de colunas de borbulhamento usando o modelo de turbulência k− ε tem
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uma melhoria significativa na representação de dados experimentais quando se usa

simulação 3D [30]. Uma comparação entre LES (Large Eddy Simulations) e o modelo

k − ε foi mostrada no trabalho de DEEN et al. [34], que usaram uma formulação

E-E e conclúıram que o uso de simulações LES em colunas de borbulhamento gera

resultados ainda melhores.

No trabalho de MITRE et al. [60] foi avaliada a performance de diferentes mode-

los para quebra e coalescência para colunas de borbulhamento, fornecendo posteri-

ormente uma conclusão a respeito dos modelos que seriam mais recomendados para

tal aplicação. Uma revisão mais detalhada sobre colunas de borbulhamento pode

ser encontrada nos trabalhos de JULIÁ et al. [61] e SILVA [4].

2.3.2 Dispersões Ĺıquido-Ĺıquido

A dispersão ĺıquido-ĺıquido é um processo que ocorre em diversos fenômenos naturais

assim como em aplicações da indústria qúımica, farmacêutica, de alimentos, poĺı-

meros e no setor petroĺıfero. O conhecimento de como as diferentes fases interagem

entre si é fundamental para melhorar a performance de reatores, misturadores, colu-

nas de extração, processos de emulsificação e desemulsificação, etc. A caracteŕıstica

de uma dispersão é função de diversos fenômenos, como quebra e coalescência de

gotas, padrão do escoamento e turbulência, mudança de fase, inversão de fase entre

muitas outras, fazendo este tipo de processo um tanto complicado de se tratar.

A uso da dinâmica de fluidos é de fundamental importância para auxiliar na

tarefa de mudança de escala (scale-up) de equipamentos envolvendo processos desse

tipo. Da mesma forma que para os escoamentos em colunas de borbulhamento,

um entendimento completo dos fenômenos que influenciam o comportamento de

dispersões ĺıquido-ĺıquido ainda está longe de ser atingido.

Vem se percebendo um esforço muito grande da comunidade cient́ıfica no tan-

gente à modelagem desse tipo de processo [62]. O mais usual é encontrar simulações

CFD bifásicas que, em alguns casos, são acopladas com a solução de uma PBE para

modelar os efeitos de quebra e coalescência.

LAURENZI et al. [63] investigaram o efeito da fluido-dinâmica de um tanque

agitado com uma dispersão de óleo em água. Os autores avaliaram o efeito do uso de

diferentes velocidades do impelidor e usaram uma modelagem Euleriana-Euleriana

e resolveram a equação de balanço populacional pelo método das classes.

Mais recentemente MAAB et al. [64] avaliaram escoamentos de dispersões

ĺıquido-ĺıquido dando uma ênfase especial à modelagem do termo de quebra, em

particular ao número de gotas formadas pelos eventos de quebra. Os resultados

experimentais mostraram que para certos diâmetros de gotas é posśıvel obter até

97 novas gotas em um simples evento de quebra. A partir dos dados experimentais
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os autores elaboraram um modelo para o número médio de gotas formadas pela

quebra. Esse novo modelo mostrou-se ligeiramente superior em predizer os dados

experimentais quando comparado aos outros modelos encontrados na literatura.

DERKSEN e AKKER [65] usaram simulações DNS (Direct Numerical Simulati-

ons) 3D para descrever dispersões ĺıquido-ĺıquido sob agitação usando o método de

lattice-Boltzmann. Os autores avaliaram a evolução da distribuição de tamanhos e

o efeito da turbulência sobre a quebra e coalescência de gotas.

Um melhor entendimento de dispersões ĺıquido-ĺıquido também é fundamental

em processos que envolvem emulsões [66, 67]. Um exemplo disso é a separação de

emulsão de água salgada em óleo, comumente encontrado no processo de separação

primário da indústria de petróleo. O petróleo extráıdo dos campos de produção

sempre contém algum teor de água e sais dissolvidos, seja devido às condições na-

turais do depósito ou às técnicas utilizadas para sua exploração. A quantidade de

água emulsionada pode chegar a 60% da água total, sendo necessária uma etapa de

purificação antes de se encaminhar à refinaria [68].

Mesmo assim, o petróleo destinado às refinarias ainda apresenta uma concentra-

ção elevada de sais e alguma água emulsionada. Estes por sua vez necessitam ser

removidos para evitar danos aos equipamentos que são utilizados durante o processo

de refino. É comum o uso de algumas técnicas baseadas em processos qúımicos ou

f́ısicos para promover a desestabilização da emulsão, sendo muito comum o uso de

um processo eletrostático. Neste processo, primeiro é adicionada uma corrente de

água doce à emulsão que passa, posteriormente, através de uma válida de mistura

que promove a quebra e coalescência de gotas com o intuito de misturar as gotas de

água doce e salgada e propiciar o transporte dos traços de sais inorgânicos da fase

óleo para a fase água. Na sequência, a mistura é transferida para um tanque e é

submetida a uma corrente elétrica para promover a coalescência. Ao alcançar um

certo tamanho, as gotas de água decantam, possibilitando a remoção do petróleo

virtualmente livre de sais pela parte superior do tanque e a água, rica em sais e

contaminantes orgânicos, é retirada pela parte inferior do tanque [69].

A modelagem desse processo possui um certo grau de complexidade, sendo pos-

śıvel considerar o uso de simulações multifásicas acopladas ao balanço populacio-

nal multivariado. O trabalho de CUNHA et al. [68] fez um esforço neste sentido,

usando balanço populacional monovariado para simular o processo de destabilização

de emulsões de água em óleo. Nos trabalhos de SILVA et al. [70] e SILVA e LAGE

[9] o escoamento de uma emulsão de água em óleo foi simulada usando balanço

populacional monovariado acoplado a um escoamento multifásico.

O processo de emulsificação por membranas também é tema de intensa pesquisa

nos últimos anos, sendo muito usado na indústria de alimentos. Neste processo a

fase dispersa é injetada na fase cont́ınua através dos micro-poros de uma membrana.
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Uma revisão desse assunto até o ano 2000 pode ser encontrada no trabalho de

JOSCELYNE e TRÄGÅRDH [71].
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Caṕıtulo 3

Balanço Populacional

Neste caṕıtulo são apresentados os fundamentos teóricos referentes ao balanço popu-

lacional e uma revisão sobre os métodos encontrados atualmente na literatura para

resolver a equação de balanço populacional.

3.1 Equação de Balanço Populacional

O balanço populacional (Population Balance - PB) tem como finalidade descrever

a evolução temporal da distribuição de uma ou mais propriedades de um sistema

particulado. Dessa forma, o comportamento dinâmico do sistema particulado passa

a ser descrito pela equação de balanço populacional (Population Balance Equation

- PBE) [3, 72, 73].

O uso do balanço populacional é muito abrangente e atualmente é usado em

diversas áreas de pesquisa. Por exemplo, encontram-se na literatura inúmeros tra-

balhos que aplicaram balanço populacional para resolver problemas de dinâmica de

aerosóis, cristalização, precipitação, polimerização, reatores de leitos fluidizados, cul-

turas celulares em biorreatores, vaporização e condensação de sprays, entre inúmeras

outras aplicações.

O uso da PBE para representar a dinâmica de sistemas polidispersos é antigo,

podendo-se citar os trabalhos pioneiros de SMOLUCHOWSKI [74, 75] sobre a coa-

gulação de part́ıculas coloidais [76]. Os primeiros avanços na área de balanço popu-

lacional foram feitos pela comunidade cient́ıfica envolvida em estudos de problemas

atmosféricos, tais como aerosóis e formação de nuvens, e tinha como foco principal

os problemas de coagulação [73]. O assunto só despertou interesse das áreas de

engenharia qúımica e mecânica em meados da década de 60 [72, 77–79].

Quando o problema de balanço populacional é dito homogêneo a distribuição nu-

mérica das part́ıculas é função apenas das suas h propriedades, x ≡ (x1, x2, ..., xh),

como por exemplo, temperatura, área superficial, composição e tamanho, chamadas

de variáveis internas. Quando h = 1 o problema de balanço populacional é dito
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monovariado. Contudo, para muitas aplicações práticas existe a necessidade de se

resolver duas ou mais dessas variáveis internas simultaneamente (h ≥ 2), resultando

em um problema de balanço populacional multivariado. Para problemas heterogê-

neos a função distribuição de número de part́ıculas passa a ser dependente também

das variáveis externas, z ≡ (z1, z2, z3), que correspondem as coordenadas espaciais

em um domı́nio no <3.

A função de densidade numérica média, f(x, z, t), definida no espaço de estado

da part́ıcula e num tempo t é dada por:

E[q(x, z, t)] ≡ f(x, z, t), x ∈ Ωx e z ∈ Ωz (3.1)

onde q(x, z, t) é a função densidade numérica de part́ıculas de uma realização do

processo compat́ıvel com a média amostral e Ω corresponde a um domı́nio genérico.

O número médio total de part́ıculas no sistema é dado por:

N(t) =

∫
Ωx

dVx

∫
Ωz

f(x, z, t) dVz (3.2)

onde dVx e dVz são os volumes diferenciais no espaço das variáveis internas e exter-

nas, respectivamente. Outras funções de densidades também podem ser igualmente

definidas, como por exemplo, distribuição de massa de part́ıculas, distribuição de

volume de part́ıculas, etc.

A evolução de uma distribuição inicial de part́ıculas, definida em um domı́nio

f́ısico qualquer, pode ocorrer devido a diferentes fenômenos, como por exemplo,

crescimento, nucleação, agregação e quebra. Estes fenômenos estão associados ba-

sicamente à interação part́ıcula-part́ıcula e/ou à interação da part́ıcula com a fase

cont́ınua na qual a mesma está imersa.

A PBE pode ser escrita na seguinte forma para uma função de distribuição de

densidade numérica f(x, z, t) [3]:

∂f

∂t
+∇z ·

(
Żf
)
−∇z ·

{
Dz ·

[
∇z ·

(
DT
z f
)]}

= H(x, z,Y, t) (3.3)

onde Ż é a taxa de variação determińıstica da variável externa (vetor velocidade)

e Dz é um coeficiente associado à dispersão de part́ıculas, que pode ser aniso-

trópica, no espaço das variáveis externas, isto é, está associado a movimentação

não-determińıstica das part́ıculas. O termo H(x, z,Y, t) é um termo fonte com

parcelas que consideram os fenômenos de crescimento, Hg(x, z,Y, t), agregação,

Ha(x, z,Y, t), quebra, Hb(x, z,Y, t), e nucleação, HJ(x, z,Y, t), de part́ıculas:

H(x, z,Y, t) = Hg(x, z,Y, t) +Ha(x, z,Y, t) +Hb(x, z,Y, t) +HJ(x, z,Y, t) (3.4)
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Como pode ser visto, o termo fonte da PBE é dependente de c variáveis associadas

a fase cont́ınua, Y ∈ (Y1, Y2, ..., Yc) [3].

O termo de nucleação pode ser visto como uma taxa de geração de part́ıculas

no espaço de estado e a modelagem depende de cada processo (cristalização, solu-

bilização, etc.), mas geralmente é tratado como um fluxo de part́ıculas entrando no

domı́nio do espaço de estado:

HJ(x, z,Y, t) = Jo(x, z,Y, t)δ(x− xo) (3.5)

onde Jo é a taxa de formação de novas part́ıculas por unidade de volume e de tempo,

isto é, o surgimento de núcleos monodispersos com propriedades xo.

O termo de crescimento é representado por uma contribuição advectiva e outra

difusiva no espaço de estado das variáveis internas:

Hg(x, z,Y, t) = −∇x ·
(
Ẋf
)

+∇x ·
{
Dx ·

[
∇x ·

(
DT
x f
)]}

(3.6)

onde Ẋ é a taxa de variação determińıstica das variáveis internas e Dx é o coeficiente

associado à dispersão, ou seja, a movimentação randômica no espaço de estado das

variáveis internas.

O processo de agregação de part́ıculas acontece quando as mesmas colidem umas

com as outras. Quando as part́ıculas agregam e perdem a sua identidade própria,

diz-se que ocorreu a coalescência das part́ıculas. O termo Ha(x, z,Y, t) é dado por

duas parcelas: uma correspondente a morte e outra ao nascimento de part́ıculas

devido ao processo de agregação:

Ha(x, z,Y, t) =−
∫

Ωx′

∫
Ωz′

a(x, z; x′, z′; Y, t)f(x, z, t)f(x′, z′, t) dVx′ dVz′

+
1

%

∫
Ωx′

∫
Ωz′

a(x̃, z̃; x′, z′; Y, t)f(x̃, z̃, t)

× f(x′, z′, t)
∂(x̃, z̃)

∂(x, z)
dVx′ dVz′

(3.7)

onde o parâmetro % serve para corrigir a redundância gerada pela contagem dos

mesmos pares de part́ıculas no intervalo de integração, ∂(x̃, z̃)/∂(x, z) é o Jacobiano

da transformação de coordenadas, a(x̃, z̃; x′, z′; Y, t) é a frequência de agregação e

(x′, z′) e (x̃, z̃) caracterizam os estados das part́ıculas que se agregam para gerar

uma outra part́ıcula com estado (x, z) [3].

A frequência de agregação a(x̃, z̃; x′, z′; Y, t) corresponde a probabilidade de duas

part́ıculas com propriedades (x′, z′) e (x̃, z̃), existentes num instante de tempo t e

com propriedades da fase cont́ınua Y, se agregarem para formar uma part́ıcula filha

com propriedades (x, z) no instante de tempo t+ δt.
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Muitos modelos já foram propostos para a frequência de agregação das part́ıculas

e, no geral, eles dependem da distribuição do tamanho de part́ıculas, do padrão do

escoamento e do balanço de energia no processo [4, 60].

A quebra de part́ıculas é um processo que também está relacionado à interação

entre part́ıculas e ao padrão do escoamento. A quebra de part́ıculas é modelada

como sendo originária de três fenômenos principais: a colisão part́ıcula-part́ıcula ou

da part́ıcula com alguma superf́ıcie ŕıgida (mais comum para part́ıculas sólidas) [80],

a quebra provocada devido à deformação que a fase cont́ınua pode impor sobre as

part́ıculas em escoamentos cisalhantes e, por fim, a exposição da part́ıcula a um

escoamento turbulento que provoca mudanças na forma da mesma devido as forças

inerciais e coesivas [81].

Assim como para o caso da agregação, a modelagem do termo de quebra

Hb(x, z,Y, t) também é dividido em duas parcelas: uma que representa a morte

e outra o nascimento de part́ıculas pelo processo de quebra:

Hb(x, z,Y, t) = − b(x, z,Y, t)f(x, z, t)

+

∫
Ωx′

∫
Ωz′

ϑ(x′, z′,Y, t)b(x′, z′,Y, t)P (x, z | x′, z′,Y, t)

× f(x′, z′, t) dVx′ dVz′

(3.8)

onde b(x, z,Y, t) é a frequência de quebra e ϑ(x′, z′,Y, t) é o número médio de par-

t́ıculas filhas formadas pela quebra de uma part́ıcula mãe de estado (x′, z′). Valores

de ϑ ≥ 2 podem ser admitidos, contudo, devido a não se ter um conhecimento muito

detalhado deste parâmetro, o mais usual é assumir ϑ = 2. Estudos mais recentes

mostraram que esse parâmetro pode assumir valores diversos podendo chegar a mais

de 30 em certos casos [1, 64].

O termo P (x, z | x′, z′,Y, t) corresponde à função densidade de probabilidade

das part́ıculas formadas pela quebra de uma part́ıcula de estado (x′, z′), em um

instante t e no ambiente caracterizado por Y, virem a possuir o estado (x, z).

Para propriedades internas como a massa da part́ıcula ou o volume, no caso de

part́ıculas incompresśıveis, a função P (x, z | x′, z′,Y, t) apresenta as propriedades

listadas abaixo [3]:

• Nenhuma part́ıcula filha tem massa, m, maior que a part́ıcula mãe ou geradora:

P (x, z | x′, z′,Y, t) = 0, ∀ m(x) ≥ m(x′) (3.9)

• A probabilidade total de serem geradas part́ıculas filhas com massa menor ou
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igual a massa da part́ıcula mãe é unitária:∫
Ωx

P (x, z | x′, z′,Y, t)dVx = 1 (3.10)

• A massa se conserva no processo de quebra, logo a soma das massas de todas

as part́ıculas filhas é exatamente igual a massa da part́ıcula mãe:∫
Ωx

m(x)P (x, z | x′, z′,Y, t)dVx =
m(x′)

ϑ(x′, z′,Y, t)
(3.11)

Uma revisão mais detalhada sobre a modelagem da PBE pode ser vista em RAM-

KRISHNA [3]. Um ponto que merece atenção é a modelagem das frequências de

agregação e de quebra. Muitas vezes estes termos introduzem uma razoável comple-

xidade na resolução das integrais associadas aos processos de quebra e agregação.

Um aprofundamento maior na modelagem dos fenômenos de quebra e agregação

pode ser encontrada nos trabalhos de CHESTERS [82], LASHERAS et al. [83],

LIAO e LUCAS [84], LIAO e LUCAS [85] e MITRE [1]. Este último fornece uma

revisão detalhada dos modelos de quebra e agregação de part́ıculas e propõe um novo

modelo para o caso de gotas em emulsões. A modelagem usada neste trabalho para

as frequências de quebra e agregação serão discutidas em detalhes mais adiante.

O aumento e a diversificação do uso de balanço populacional pela comunidade

cient́ıfica causou também um aumento da procura por métodos acurados e eficientes

para resolver a PBE. Atualmente, a quantidade de métodos encontrados na lite-

ratura é bastante vasta. Contudo, a grande maioria dos trabalhos encontrados na

literatura resolvem problemas de balanço populacional monovariados e homogêneos,

ou seja, resolve-se a evolução temporal da PBE para uma única variável interna e

ignora-se a dependência espacial [3]. Um detalhamento dos métodos que podem ser

usados para se resolver a PBE será apresentado na seção a seguir.

3.2 Solução da Equação de Balanço Populacional

A literatura sobre métodos de solução da PBE é muito vasta, tendo em vista que

esse assunto abrange diversas áreas de aplicação.

A PBE é uma equação integro-diferencial que, devido à sua complexidade, não

tem, usualmente, solução anaĺıtica. Com a imposição de hipóteses simplificadoras,

soluções anaĺıticas podem ser obtidas, mas possuem serventia restrita apenas para

a validação de metodologias numéricas.

O uso de metodologias semi-anaĺıticas, as quais usam o método das caracteŕıs-

ticas, aproximações sucessivas, gerações sucessivas ou a transformada de Laplace,
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conseguem resolver uma modelagem um pouco mais abrangente que os métodos pu-

ramente anaĺıticos, mas, ainda assim, necessitam de muitas restrições na modelagem

[3].

Os métodos numéricos acabam sendo a alternativa mais abrangente para se re-

solver os problemas de balanço populacional com aplicação prática. Em geral, os

métodos numéricos podem ser divididos nas seguintes categorias:

• Métodos estocásticos (Subseção 3.2.1);

• Métodos que aproximam a função distribuição (Subseção 3.2.2);

• Métodos de classes (Subseção 3.2.3);

• Métodos de momentos e métodos que aproximam os momentos da distribuição

(métodos h́ıbridos) (Subseção 3.2.4);

3.2.1 Métodos Estocásticos

Os métodos estocásticos ou métodos de Monte-Carlo (MC) utilizam a estat́ıstica

de uma amostra de part́ıculas, sujeitas à ação de diferentes fenômenos como cres-

cimento, agregação, quebra, etc., para simular a evolução do conjunto real de par-

t́ıculas. Os eventos que levam à evolução da amostra de part́ıculas acontecem de

forma randômica e com probabilidade especificada pelas caracteŕısticas do sistema

particulado.

Os primeiros trabalhos envolvendo a simulação de problemas de balanço popu-

lacional usando métodos de MC foram feitos pela comunidade cient́ıfica da área de

aerossóis [73]. O trabalho de SPIELMAN e LEVENSPIEL [86] foi o primeiro a

efetivamente aplicar o método de MC na área da engenharia qúımica. No referido

trabalho os autores investigaram o efeito da mistura de gotas na taxa de conversão de

reações qúımicas de uma dispersão ĺıquido-ĺıquido. Posteriormente, no trabalho de

COLLINS e KNUDSEN [87], foram simuladas a coalescência e a quebra de gotas em

escoamentos turbulentos novamente para uma dispersão ĺıquido-ĺıquido. Uma simu-

lação mais abrangente usando MC foi feita por ZEITLIN e TAVLARIDES [88, 89]

que avaliaram a evolução do tamanho de gotas em misturadores e tanques agitados

para os processos de quebra e coalescência.

Os métodos de MC empregados na resolução de PBEs podem ser divididos em

algoritmos controlados pelo tempo (time-driven) ou por eventos (event-driven).

Nos algoritmos controlados pelo tempo, um passo de tempo é pré-estabelecido

e todos os micro-eventos posśıveis são então tratados (agregação, quebra, nuclea-

ção, etc.). O passo de tempo deve ser menor que a escala de tempo da ocorrência

dos micro-eventos. Um algoritmo de MC controlado pelo tempo foi proposto por

LIFFMAN [90] para a simulação de agregação de part́ıculas.
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Nos algoritmos controlados por eventos, calcula-se primeiramente o padrão dos

mesmos, de acordo com a taxa média de ocorrência de todos os eventos posśıveis,

e então o evento que obtém sucesso é tratado e finalmente o tempo é ajustado de

acordo com a escala de tempo do evento. Fica claro que os principais problemas

neste tipo de abordagem são a determinação do intervalo de tempo entre dois eventos

e o tratamento que deve ser dado aos eventos que obtiveram sucesso.

Apesar da grande maioria dos trabalhos publicados na literatura simularem ca-

sos monovariados a extensão do método MC para PBEs multivariadas vem sendo

bastante explorada atualmente.

MEIMAROGLOU e KIPARISSIDES [91] resolveram uma PBE bivariada para

processos de crescimento e agregação e conseguiram predizer a evolução da distribui-

ção bivariada com certa acurácia e com um custo computacional aceitável, apesar

do custo computacional aumentar bastante com o aumento do tamanho da amostra

da população utilizada. Recentemente, MEIMAROGLOU et al. [92] usaram esta

mesma metodologia para simular a distribuição de peso molecular e de propriedades

topológicas das moléculas de polietileno de baixa densidade (LDPE) produzidos em

reatores tubulares a altas pressões.

IRIZARRY [93] desenvolveu o método MC baseado em conjunto, Point Ensem-

ble Monte Carlo (PEMC), para aplicação em sistemas particulados multivariados.

Neste método vários conjuntos de part́ıculas foram usadas no domı́nio local e um

método direto de MC foi utilizado para construir o processo de Markov usado para

aproximar a função de destribuição. Com esse método, o autor conseguiu uma

redução considerável do esforço computacional mantendo uma acurácia numérica

razoável. O mesmo autor propôs também uma variante do método anterior, con-

seguindo uma diminuição do esforço computacional para resolver os mesmos casos

[94].

3.2.2 Métodos que aproximam a Função Distribuição

Os métodos que aproximam a função distribuição utilizam bases no espaço de fun-

ções das variáveis internas, cujos elementos podem ter suporte global, empregando-se

usualmente expansões polinomiais, ou suporte local, quando o domı́nio das variáveis

internas é discretizado. Estes métodos tem a dificuldade intŕınseca ao tentar apro-

ximar funções de distribuição que não pertencem ao espaço L2, como, por exemplo,

a função delta de Dirac.

Os coeficientes da aproximação funcional são usualmente determinados atra-

vés da formulação fraca da PBE, originando os métodos de reśıduos ponderados

(Weighted Residuals Methods - WRM). SUBRAMANIANAND e RAMKRISHNA

[95] foram os primeiros a utilizarem o método WRM com base global para resolução
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de problemas de balanço populacional. Uma revisão mais detalhada sobre WRM

usando bases globais pode ser encontrada em RAMKRISHNA [3, 79], HULBURT e

AKIYAMA [96] e RAMKRISHNA [97].

O método dos mı́nimos quadrados (Least Squares Method - LSM) também pode

ser considerado como sendo um caso especial do WMR. O uso do método dos

mı́nimos quadrados para solução da PBE foi usada nos trabalhos de DORAO e JA-

KOBSEN [98, 99]. O método foi testado para problemas de quebra e agregação que

possuem solução anaĺıtica. No LSM, o erro das propriedades da distribuição depende

da ordem da expansão usada. ZHU et al. [100] testaram uma abordagem do LSM

acoplada a um algoritmo de otimização direta para resolver a PBE considerando os

processos de quebra e agregação e compararam os resultados com soluções obtidas

pelo método de diferenças finitas. Os autores comentaram que o termo de agregação

introduz um comportamento bastante não-linear, afetando a robustez dos solvers

numéricos.

A fim de aplicar o método LSM para resolver problemas com geometria e solu-

ção complexas, DORAO e JAKOBSEN [101] propuseram a versão hp-adaptive LSM

espectral (Least Squares Spectral Element Method - LSSEM). O LSSEM combina

a aproximação local usada pelos métodos de elementos finitos, a positividade si-

métrica da formulação LSM e a alta acurácia dos métodos espectrais. Contudo,

o LSSEM exige um esforço computacional muito grande, pois as aproximações de

ordem elevada foram usadas de forma uniforme em todo o domı́nio computacional.

Os métodos que usam bases com suporte local podem ser vistos como variantes

do método de elementos finitos. Devido à considerável maturidade e flexibilidade

desses métodos, boa parte dos trabalhos mais antigos usaram essa metodologia para

resolver a PBE. A discretização feita transforma a PBE da forma cont́ınua para um

conjunto de equações algébrico-diferenciais pasśıvel de ser resolvido por diferentes

métodos numéricos [3].

Os métodos de elementos finitos (Finite Element Method - FEM) foram primei-

ramente usados por GELBARD e SEINFELD [102]. A escolha da função peso como

sendo a função delta de Dirac caracteriza os métodos de colocação. Se ao invés disso,

for usado a função peso como sendo a própria base da expansão funcional chega-se

ao método de Galerkin [103]. STEEMSON e WHITE [104] usaram colocação orto-

gonal spline para resolver problemas estacionários de nucleação e crescimento. O

método de colocação também foi usado por EYRE et al. [105], porém usando malha

adaptativa.

Uma nova variante de FEM foi proposta por CHEN et al. [106] o qual foi chamado

de método wavelet-Galerkin. Os autores demonstraram sua aplicação para resolver

uma PBE monovariada para predizer a distribuição de tamanho de part́ıculas. Mais

tarde, LIU e CAMERON [107] usaram este mesmo método para a predição acurada
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de descontinuidades.

A aplicação do método Galerkin/FEM para uma função distribuição bivariada foi

feita recentemente no trabalho de ALEXOPOULOS et al. [108]. Foram analisados

vários mecanismos de agregação e crescimento. As simulações geraram resultados

com acurácia elevada, mas, como comentado pelos próprios autores, as custas de um

esforço computacional significativo.

Apesar dos métodos de elementos finitos calcularem a distribuição de tamanho

com acurácia elevada, a conservação dos momentos usualmente não é considerada.

Para tal, o método de volumes finitos (Finite Volume Method - FVM) foi usado em

alguns trabalhos, como por exemplo, em BOURGADE e FILBET [109] e KUMAR

et al. [110]. A aplicação de métodos de volumes finitos para uma PBE bivariada foi

feita no trabalho de QAMAR e WARNECKE [111]. Contudo, o uso de métodos de

volumes finitos para resolver problemas de balanço populacional ainda é muito raro.

A aplicação do método de diferenças finitas (Finite Difference Method - FDM)

para a solução da PBE também pode ser encontrada em alguns trabalhos da lite-

ratura. Os métodos de diferenças finitas resultam na discretização direta da PBE

[112]. TSANG e RAO [113] mostraram que resultados numéricos obtidos usando

diferenças finitas e o método das classes são bastante similares, tratando os métodos

como equivalentes. Neste mesmo trabalho os autores analisaram a performance de

diferentes esquemas de interpolação para processos de condensação.

IMMANUEL e DOYLE III [114] desenvolveram o método chamado hierarchi-

cal two-tier solution strategy onde a PBE é primeiramente discretizada em sub-

populações e, posteriormente, é reformulada para cada uma dessas sub-populações.

Diferentes ńıveis de malha podem ser usados. Duas funções de distribuição são de-

finidas, uma para a malha grossa e outra para a fina. Fenômenos como coagulação

podem ser considerados na malha grossa ao passo que nucleação e crescimento são

considerados na malha fina. Nesse método, as integrais podem ser simplificadas por

soluções semi-anaĺıticas resultando em uma diminuição do esforço computacional.

O método foi aplicado para resolver uma PBE multidimensional para processos de

granulação. A ênfase dos autores foi sobre a técnica de solução numérica e somente

formas simples para o modelo de agregação foram usadas.

Uma revisão mais completa sobre métodos de discretização para solução

de problemas de balanço populacional pode ser encontrada em RAMKRISHNA

[3, 79], VANNI [115], ALEXOPOULOS e KIPARISSIDES [116] e NOPENS e VAN-

ROLLEGHEM [117].
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3.2.3 Métodos de Classes

Os métodos de classes (Methods of Classes - MoC) são métodos que buscam a

representação da distribuição de part́ıculas por uma discretização em um número

finito de classes. As densidades numéricas das part́ıculas das classes são os momentos

seccionais de ordem zero. Assim, o domı́nio das variáveis internas é discretizado e

um valor único de cada variável interna é usado para representar cada uma das

classes. A PBE é então transformada em um sistema de equações diferenciais que

pode ser resolvido numericamente.

Para um problema monovariado e definindo-se o intervalo [xi, xi+1) por Ii, o

momento seccional Mi que representa o número total de part́ıculas neste intervalo é

dado por [118]:

Mi(t) ≡
∫ xi+1

xi

f(x, t) dx, i = 1, ..., N (3.12)

Um intervalo Ii pode ser descrito por um pivô, vi, que representa as part́ıculas

do intervalo. Assim, a função densidade numérica pode ser representada por:

f(x, t) ≈
N∑
i=1

Miδ(x− vi) (3.13)

onde δ é a função delta de Dirac.

Para um problema homogêneo monovariado que considera somente os fenômenos

de quebra e agregação de part́ıculas a PBE discretizada é dada por [3, 118]:

dMi

dt
=

1

2

i−1∑
j=1

Mj

∑
(vj+vk)∈Ii

Mka(vk, vj)−Mi

N∑
j=1

Mja(vi, vj)

+
N∑
j=1

Mjϑ(vj)b(vj)

∫ xi+1

xi

P (x, vj)dx− b(vi)Mi

i = 1, ..., N

(3.14)

ou seja, a PBE é agora representada por uma equação diferencial ordinária para

cada uma das N classes usadas.

Os métodos das classes podem ser separados em internamente consistentes ou

inconsistentes com relação à propriedade integral analisada. A consistência interna

implica que a discretização da PBE, submetida a um operador integral, é igual a

forma discreta deste operador aplicado à PBE discretizada. Em geral, os MoC’s

apresentam consistência interna para poucas propriedades integrais da população.

No caso monovariado, eles geralmente são consistentes apenas para os momentos

de ordem zero e um. Uma questão bastante discutida na literatura de MoC é a

conservação dos momentos de alta ordem, que por sua vez representam propriedades
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f́ısicas importantes, como por exemplo, a área interfacial das part́ıculas.

São encontrados muitos trabalhos na literatura sugerindo diferentes tipos de

discretizações. BLECK [119] foi quem introduziu as primeiras ideias usando uma

discretização geométrica do tipo xi+1 = 2xi para problemas de agregação pura onde

a distribuição da propriedade pode variar rapidamente para tamanhos maiores.

Já BATTERHAM et al. [120] introduziram uma modificação para que o momento

de primeira ordem fosse exatamente conservado. Para isto, as part́ıculas criadas

que não coincidiam com os pontos nodais, pivôs, eram distribúıdas para os pontos

nodais vizinhos. Contudo, esta conservação artificial do momento de primeira ordem

introduz erros nos outros momentos, inclusive no de ordem zero.

Mais recente, os trabalhos de LISTER et al. [121], HILL e NG [122] e KUMAR e

RAMKRISHNA [123, 124] deram mais flexibilidade aos métodos do tipo MoC com

relação à malha utilizada. O último também permite a conservação de dois momen-

tos quaisquer. No trabalho de KUMAR e RAMKRISHNA [125] foi desenvolvida

uma metodologia baseada no método das caracteŕısticas para resolver problemas de

crescimento que apresentam descontinuidades. KUMAR et al. [126] também propu-

seram melhorias para o MoC usando uma técnica de média em célula (cell average)

que possibilita calcular de forma mais acurada o termo de agregação. O método foi

aplicado para resolver problemas de agregação, incluindo modelos com relevância

f́ısica.

Apesar do MoC ter sido desenvolvido para distribuições monovariadas, recente-

mente surgiram alguns trabalhos estendendo o método para casos multidimensionais.

VALE e MCKENNA [127] estenderam o método de pivôs fixos para simular pro-

cessos de agregação bivariados. As duas coordenadas x e y e seu produto xy são

conservadas.

CHAKRABORTY e KUMAR [128] desenvolveram uma variante do MoC usando

pivôs fixos a fim de conservar várias propriedades da part́ıcula. Malhas triangula-

res e tetraédricas foram usadas para resolver problemas 2 e 3-D, respectivamente.

Os autores comentam que um aumento na qualidade da solução numérica pode ser

conseguida alterando-se a direcionalidade da malha através de um reagrupamento

de pivôs. NANDANWAR e KUMAR [129] usaram esse método para resolver pro-

blemas de quebra e agregação 2-D e CHAUHAN et al. [130] resolveram problemas

de agregação pura e de quebra e agregação combinadas.

3.2.4 Métodos de Momentos e Variantes

O método dos momentos (Method of Moments - MoM) é um método bastante antigo

e muito usado na resolução da PBE. HULBURT e KATZ [72] foram os primeiros a

utilizarem este método [73]. A essência do método dos momentos é a transformação
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da PBE em um conjunto de equações diferenciais ordinárias que representam a

dinâmica dos momentos de uma distribuição. A transformação da PBE em equações

de evolução dos momentos é acompanhada pela perda de informação da forma da

distribuição, uma vez que mais de uma distribuição pode ter um mesmo conjunto

finito de momentos.

Um problema do método dos momentos é a obtenção de um sistema de equações

fechado, como comentado no próprio trabalho de HULBURT e KATZ [72]. Porém,

com o passar do tempo foram surgindo diferentes soluções para este problema. O

método de momentos com fechamento por interpolação (Method of Moments with

Interpolative Closure - MoMIC) foi sugerido primeiramente por FRENKLACH e

HARRIS [131] e recentemente estendido por FRENKLACH [132] e DIEMER e OL-

SON [133]. O MoMIC foi usado recentemente também para resolver uma PBE

bivariada considerando fenômenos de quebra e coalescência [134] e também aplicado

para resolver problemas de balanço populacional acoplado com simulação CFD [135].

Um método bastante geral para resolver o problema de fechamento foi proposto

por MCGRAW [136] e é conhecido como método de momentos com fechamento por

quadratura (Quadrature Method of Moments - QMoM). O QMoM usa o conceito de

quadratura Gaussiana para aproximar as integrais da PBE, a qual é obtida a partir

dos momentos da distribuição. Neste tipo de aproximação os parâmetros da qua-

dratura, pesos, wi, e abscissas, xi, (Equação 3.15) são determinados a partir dos 2N

momentos (Equação 3.16) da PBE monovariada. Considerando que a propriedade

interna da PBE é aditiva, tem-se:

f(x, t) =
N∑
i=1

wi(t)δ(x− xi(t)) (3.15)

e

µk =

∫ ∞
0

xkf(x, t) dx =
N∑
i=1

xkiwi (3.16)

Quando a Equação 3.16 é substitúıda na PBE se obtêm as equações para evolução

dos momentos, por exemplo, considerando somente o termo advectivo e os efeitos

de quebra e agregação para uma PBE monovariada, tem-se [136]:

dµk
dt

+∇ • [ukµk] =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

[(xi + xj)
k − xki − xkj ] a(xi, xj)wiwj

+
N∑
i=1

wi b(xi)[ϑ(xi)Πk(xi)− xki ]

(3.17)
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onde uk é a velocidade na qual o momento k é advectado:

uk =

∫∞
0
xkudf(x)dx∫∞

0
xkf(x)dx

(3.18)

ud é a velocidade da fase dispersa e os momentos da densidade de probabilidade de

quebra são dados por:

Πk(xi) =

∫ xi

0

xkP (v|xi)dv (3.19)

Quando o QMoM é aplicado à solução de uma PBE monovariada pode-se usar o

algoritmo PD (Product-Difference), desenvolvido por GORDON [137], para resolver

o problema da obtenção da quadratura a partir dos momentos. Com o uso do

algoritmo PD, o problema de inversão se resume a solução de um problema de

autovalor/autovetor de uma matriz de Jacobi.

O QMoM apresenta um custo computacional muito reduzido quando comparado

ao método da classes. Devido à eficiência e acurácia do QMoM ele logo ganhou

boa aceitação pela comunidade cient́ıfica e passou a ser uma alternativa viável para

aplicações envolvendo balanço populacional heterogêneo. O acoplamento do método

QMoM com códigos de CFD já foi descrito em vários trabalhos [6, 7, 138–141].

A aplicação do QMoM para um caso bivariado foi apresentada primeiramente

por WRIGHT et al. [15]. O grande problema do QMoM para casos multivariados é a

dificuldade em se obter pontos de quadratura no espaço multidimensional a partir da

inversão de um conjunto de momentos multivariados. Visando resolver o problema

da inversão de momentos multivariados, recentemente, YOON e MCGRAW [8, 16]

apresentaram os conceitos matemáticos e estat́ısticos para a extensão multivariada

do método QMoM usando a análise de componentes principais (Principal Component

Analysis - PCA).

Para eliminar a necessidade da inversão de momentos, da qual o QMoM é depen-

dente, MARCHISIO e FOX [142] propuseram uma variação do QMoM, denominada

de DQMoM (Direct Quadrature Method of Moments). Este método resolve equa-

ções diferenciais para evoluir diretamente a discretização da distribuição, isto é, os

pesos e abscissas, ao invés dos momentos. A inversão dos momentos em pontos de

quadratura só é necessária para gerar a condição inicial e de contorno.

No DQMoM, a aproximação dada pela Equação 3.15 é substitúıda diretamente

na PBE, resultando num sistema de equações para evolução dos pesos wi e abscissas

xi. Considerando somente o termo advectivo da PBE, após certa manipulação, a

equação para o DQMoM em termos de abscissa ponderada, ςi = wixi, e para um

caso monovariado é dada por:

∂wi
∂t

+∇ • [uiwi] = θi,
∂ςi
∂t

+∇ • [uiςi] = κi (3.20)
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onde θi e κi são os termos fonte das equações do DQMoM para os pesos e abscissas

ponderadas, sendo dados pela solução do sistema linear de equações dado por:

(1− k)
N−1∑
i=0

xki θi + k
N−1∑
i=0

xk−1
i κi = H̄k (3.21)

onde

H̄k =

∫ ∞
0

xkH(x, t) dx (3.22)

O DQMoM é um bom método para aplicações PB-CFD. O uso do método aco-

plado com simulações CFD já foi apresentada em alguns trabalhos, por exemplo,

MARCHISIO et al. [6], SILVA e LAGE [9], MAZZEI et al. [10], ZUCCA et al. [143]

e BUFFO et al. [13].

A aplicação do DQMoM para problemas multivariados vem sendo bastante ex-

plorada atualmente. Apesar de não ter o problema associado com a inversão de

momentos multivariados, o método DQMoM mostrou-se bastante dependente da

escolha do conjunto de momentos usados. Em FOX [12] foi avaliado o efeito da

escolha do conjunto de momentos bivariados e da ordem N da aproximação por

quadratura sobre a estabilidade do método DQMoM. Os autores encontraram que,

em geral, para N fixo, todos os conjuntos de momentos bivariados que não geram

singularidade na matriz de coeficientes do DQMoM levam a resultados praticamente

idênticos. Todavia, certas escolhas para o conjunto de momentos levam a uma matriz

mais bem condicionada.

Mais recentemente, FOX [11] demonstrou que uma escolha ruim do conjunto de

momentos pode levar a abscissas não únicas e pesos negativos. O autor desenvolveu

uma metodologia sem fundamentação matemática para escolher o conjunto de mo-

mentos para que a matriz de coeficientes do DQMoM seja não singular e tenha um

posto adequado.

Tanto o QMoM quanto o DQMoM apresentam dificuldades na obtenção de so-

lução, devido à perda de acurácia numérica, para problemas onde a magnitude dos

momentos variam numa faixa ampla. Quando isso ocorre, o algoritmo PD encon-

tra dificuldades e é incapaz de calcular a quadratura que representa o conjunto de

momentos. No caso do DQMoM, seu sistema linear de equações se torna muito mal

condicionado, com a matriz tornando-se quase singular. Outro problema é que a

aproximação das integrais do termo fonte da Equação 3.3 é feita por quadraturas

de poucos pontos e há casos onde as funções de quebra ou agregação (Equação 3.8

e Equação 3.7) são suficientemente complexas podendo levar a grandes erros nas

aproximações das integrais.

Para tentar contornar os problemas de mal condicionamento da matriz do sistema

de equações do DQMoM surgiram os métodos M-QMoM (Modified QMoM ) [144]
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e ADQMoM (Adjustable Direct Quadrature Method of Moments) [145]. Esses dois

métodos são variações do QMoM e DQMoM, respectivamente, e a ideia principal

é calcular momentos com ordens variáveis para modificar a magnitude relativa dos

mesmos e e evitar problemas com instabilidades numéricas. Dessa forma, resolve-se:

µk =

∫ ∞
0

xk/pf(x, t) dx (3.23)

onde p é um fator ajustável e em teoria pode ser qualquer número inteiro positivo.

ATTARAKIH et al. [146] propuseram um método que resolve os momentos da

PBE de forma acurada e ao mesmo tempo consegue uma representação da distribui-

ção. O SQMoM (Sectional Quadrature Method of Moments) discretiza o domı́nio

das variáveis internas e aplica o método QMoM para cada sub-intervalo e, similar-

mente ao QMoM, usa o algoritmo PD. Quanto maior o número de sub-intervalos

melhor será a reprodução da função distribuição. Por outro lado, quanto maior a

quantidade de momentos resolvidos em cada sub-intervalo, maior será a acurácia

dos momentos.

Recentemente, LAGE [147] introduziu o método DuQMoGeM (The Dual Qua-

drature Method of Generalized Moments) que usa duas quadraturas, uma regra de

quadratura de alta acurácia para calcular as integrais do termo fonte da PBE e uma

quadratura Gauss-Christoffel para discretizar o domı́nio das variáveis internas. O

método se mostrou acurado para resolver os problemas analisados: crescimento puro,

agregação pura, quebra pura e quebra e agregação combinadas. Resultados acurados

foram obtidos também para o caso da frequência de quebra não ser descrita correta-

mente por uma base polinomial, onde o QMoM e o DQMoM apresentam problemas

de acúmulo de erros. Mais recentemente, no trabalho de SANTOS et al. [148] foi

desenvolvido o D2uQMoGeM (Direct Dual Quadrature Method of Generalized Mo-

ments) que é uma versão direta do DuQMoGeM, ou seja, mistura as propriedades

do DQMoM com as do DuQMoGeM. A solução de problemas de balanço popula-

cional usando o DuQMoGeM juntamente com integração adaptativa resolvida em

placas de processamento gráfico (Graphics Processing Unit - GPU) foi mostrada

posteriormente no trabalho de SANTOS et al. [149].

O EQMoM (Extended Quadrature Method of Moments) [150] é outro método

que também explora a ideia de usar duas quadraturas para calcular as integrais

do termo fonte da PBE com acurácia elevada. A diferença é que, neste método,

a distribuição é aproximada pelas chamadas KDFs (Kernel Density Function) ao

invés de uma base polinomial, como no caso do DuQMoGeM. As KDFs podem ser

diferentes funções de distribuição, como por exemplo, as distribuições Beta, Gamma

ou Gaussiana, entre outras.

BUFFO et al. [13] fizeram simulações do escoamento de gás em ĺıquido em um
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tanque agitado admitindo a velocidade, o tamanho e a composição como variáveis

internas e usaram o DQMoM para resolver a PBE. Os autores evidenciaram proble-

mas relacionados à difusão numérica e falta de conservação de momentos. A solução

para este problema foi apresentada por BUFFO et al. [151] num trabalho posterior.

Nesse trabalho os autores desenvolveram o método DQMoM-FC (Direct Quadra-

ture Method of Moments Fully Conservative) que resolveu o problema de difusão

numérica e de falta de conservação de momentos observados com o DQMoM.

Recentemente, também foi proposto o método CQMoM (Conditional Quadra-

ture Method of Moments) para solução de problemas de balanço populacional mul-

tivariado [152, 153]. Nesse método, os momentos da PBE são transportados e/ou

resolvidos, tal qual o QMoM para o caso monovariado. A inversão do conjunto de

momentos multivariados é feita usando uma metodologia baseada em cálculo de mo-

mentos condicionados. Uma descrição detalhada assim como uma análise do método

de momentos condicionados será feita mais adiante. O CQMoM foi usado recente-

mente em simulações envolvendo balanço populacional heterogêneo. No trabalho de

PETITTI et al. [154] o método foi usado para simular um reator gás-liquido agitado

e BUFFO et al. [155] simularam uma coluna de borbulhamento.

3.2.5 Avaliação cŕıtica dos Métodos para Solução da PBE

A existência de uma vasta literatura tratando da solução de problemas de balanço po-

pulacional é explicada pela complexidade envolvida na solução da PBE. Por exemplo,

o método das caracteŕısticas é uma boa opção para resolver uma PBE que modela

fenômenos de crescimento puro. Contudo, com a adição dos fenômenos de agregação

e quebra, o método das caracteŕısticas usualmente deixa de ser uma opção viável

se comparado a outros métodos existentes. Por outro lado, a maioria dos métodos

que resolvem bem os fenômenos de agregação e quebra apresentam dificuldades em

resolver bem os problemas de crescimento.

O fato é que, ainda hoje, não existe um método robusto que resolva de forma

acurada todos os fenômenos que podem ser modelados pela PBE. Dessa forma,

enquanto não se tiver um método que resolva de forma definitiva esta questão o mais

sensato é usar o método que melhor atenda às expectativas. Encontram-se inúmeros

trabalhos na literatura comparando diferentes métodos para solução da PBE, para

citar alguns mais recentes, SILVA et al. [156] e LEMANOWICZ e GIERCZYCKI

[157].

Uma questão crucial que deve ser considerada na hora da escolha de um método

para solução da PBE é a facilidade do acoplamento com códigos de CFD. Mui-

tos métodos apresentam aplicação prática restrita a problemas homogêneos. Outra

questão importante, principalmente no tangente a este trabalho, é a viabilidade da
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extensão para casos multivariados.

Os métodos estocásticos (MC), vistos na Subseção 3.2.1, apresentam as vantagens

de serem de fácil implementação e extensão para casos multivariados. Porém, os

resultados numéricos obtidos com esses métodos usualmente apresentam rúıdos e o

acoplamento com códigos de CFD é bastante complicada, visto a natureza discreta

do método e o alto custo computacional [91, 93, 94, 158].

Os métodos baseados em WRM, vistos na Subseção 3.2.2, e o MoC, vistos na

Subseção 3.2.3, são simples e geralmente permitem calcular a distribuição de forma

acurada [121–124]. O MoC também pode ser usado de forma acoplada a CFD

[159–161]. Apesar disso, um problema de métodos como FEM e MoC é que eles

truncam o domı́nio semi-infinito e fica dif́ıcil tratar os eventos que geram part́ıculas

cujo tamanho não está dentro do limite máximo especificado. O erro de domı́nio

finito faz com que a quantidade de momentos conservada seja limitada. Uma baixa

acurácia na predição dos momentos resultará numa performance ruim do método

quando usado acoplado com CFD [162]. O aumento da acurácia é conseguida com o

uso de uma discretização mais fina, porém isso reflete em um aumento significativo

do custo computacional. Para casos multivariados o problema passa a ser muito

mais cŕıtico.

Os métodos que aproximam os momentos da PBE (QMoM, DQMoM, etc.), vistos

na Subseção 3.2.4, possuem a grande vantagem de exigir um esforço computacio-

nal muito inferior aos outros métodos e também resolvem de forma relativamente

acurada os momentos da PBE, propriedades estas desejáveis para o acoplamento

PB-CFD [6, 136, 138, 139, 142]. A desvantagem desses métodos é a perda da infor-

mação da função distribuição e, para métodos como o QMoM e DQMoM, a solução

poder apresentar erros elevados em problemas onde as funções de quebra e agrega-

ção são complexas. Além disso, o DQMoM também apresenta o problema de não

conservar os momentos.

Os métodos DuQMoGeM e EQMoM são opções atrativas para se resolver pro-

blemas de balanço populacional acoplado com simulações CFD. A grande vantagem

desses métodos é conseguir resolver um conjunto pré-selecionado de momentos da

PBE com acurácia controlada e separar a solução da PBE da discretização usada

para o acoplamento PB-CFD. A aplicação do método para problemas multivariados

também é fact́ıvel. Contudo, a aplicação para problemas de balanço populacional

heterogêneo é um tanto complicada devido ao elevado custo computacional. Apesar

desses métodos não dependerem da inversão dos momentos para evolúı-los, existe

a necessidade da inversão para o acoplamento com CFD. Para problemas monova-

riados a inversão pode ser feita de forma bastante simples usando o algoritmo PD.

Para casos multivariados o problema é um tanto quanto complicado sendo um dos

objetos de estudo deste trabalho.
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Por fim, se considerada a questão custo/beneficio, o DQMoM-FC e o CQMoM es-

tão entre as melhores alternativas dispońıveis atualmente para solução de problemas

de balanço populacional heterogêneo multivariado. São métodos com custo com-

putacional bastante reduzido se comparado aos métodos DuQMoGeM e EQMoM

e conseguem uma solução com acurácia aceitável. O DQMoM-FC tem a vanta-

gem em relação ao CQMoM de necessitar da inversão de momentos somente para a

inicialização.
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Caṕıtulo 4

CFD e o Software OpenFOAM

Neste caṕıtulo é introduzido o assunto de dinâmica de fluidos computacional e são

apresentados alguns detalhes sobre o software de CFD chamado OpenFOAM

4.1 Resolução de um Problema de CFD

A representação matemática de um escoamento qualquer é dado pelas equações de

conservação (massa, quantidade de movimento, energia, etc.) e equações consti-

tutivas de fechamento. Como a obtenção de soluções anaĺıticas para este tipo de

equações são na maioria dos casos, desconhecidas, torna-se necessária a aplicação de

um método numérico. A fluidodinâmica computacional é usada para obter a solução

numérica de um conjunto de equações diferenciais parciais, satisfazendo às condições

iniciais e de contorno impostas.

O procedimento de resolução numérica de um problema de CFD consiste na

discretização do domı́nio e das equações diferenciais parciais. Assim, as equações di-

ferenciais parciais são aproximadas por um sistema de equações algébrico-diferenciais

ordinárias (método das linhas) para um conjunto de pontos discretos no espaço que

compõem uma malha computacional, ou por um sistema de equações algébricas para

um conjunto de pontos discretos no espaço e no tempo.

Os métodos numéricos mais utilizados para resolução de escoamentos de fluidos

são os de diferenças finitas (FDM), elementos finitos (FEM) e volumes finitos (FVM).

O método das diferenças finitas é o mais antigo desses métodos. Apesar de

ter sido muito utilizado no passado, seu uso vem diminuindo, em favor do uso dos

métodos de elementos e volumes finitos [163].

O método de elementos finitos se originou da necessidade de resolver problemas

complexos de análise estrutural, normalmente encontrados na engenharia civil e

aeronáutica. Ainda hoje o método de elementos finitos é de longe o mais usado

na resolução de problemas envolvendo análise estrutural. Apesar de ser igualmente

aplicável para resolver problemas de dinâmica de fluidos, ele geralmente não é muito
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usado, à exceção de algumas áreas, como por exemplo, simulação de escoamentos

de fluidos com comportamento viscoelástico, onde sem dúvidas ainda é o método

mais usado. Encontram-se muitos trabalhos na literatura que usam este método e

o desenvolvimento de novas metodologias em elementos finitos é um assunto ainda

muito explorado [163, 164].

O método de volumes finitos surgiu no ińıcio da década de 70 em um cenário onde

o uso dos métodos de diferenças finitas e elementos finitos estavam bem consolida-

dos. Nesse método as equações discretizadas continuam representando equações de

conservação para os volumes de controle (volumes finitos). Esta, entre outras van-

tagens como a estabilidade numérica e a menor quantidade de memória requerida,

ocasionaram um rápido crescimento do uso desse método na área de fluidodinâmica

computacional [165–168].

4.2 Método de Volumes Finitos

No método de volumes finitos o domı́nio é discretizado gerando uma malha compu-

tacional. A discretização espacial da equação diferencial parcial é feita integrando-se

nas coordenadas espaciais todos os termos da equação para cada volume de controle

definido no domı́nio. Com isso, uma aproximação da equação diferencial parcial é

obtida para cada volume de controle elementar, como por exemplo, o representado

pela Figura 4.1, onde o ponto P corresponde ao nó da célula de interesse, o ponto N

é o nó de uma célula vizinha, f é a face de comunicação entre as duas células e Sf é

um vetor que representa a área da face do poliedro que fornece o volume de controle

elementar. Dessa forma, o processo de discretização gera um conjunto de equações

algébricas que, quando resolvido, fornece a informação das variáveis do problema

em pontos discretos do domı́nio.

Figura 4.1: Volume de controle (adaptado de JASAK [168]).

Existe uma vasta literatura sobre o método de volumes finitos, para citar alguns
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trabalhos, PATANKAR [165], FERZIGER e PERIC [166], PINTO e LAGE [169],

MALISKA [170] e JASAK [168].

4.2.1 Tipo de Arranjo das Variáveis

Uma diferença encontrada em trabalhos que usam o método de volumes finitos é o

tipo de arranjo das variáveis que é usado, podendo este ser co-localizado ou desen-

contrado. O arranjo co-localizado armazena todas as variáveis do problema no cen-

tro dos volumes de controle, enquanto que no arranjo desencontrado, duas ou mais

variáveis estão localizadas em posições diferentes do volume. O arranjo desencon-

trado foi primeiramente o mais usado, contudo, atualmente, o arranjo co-localizado

é muito mais usado tendo em vista que diversas vantagens são conseguidas com

este arranjo, como por exemplo, menor uso de memória computacional e uma maior

facilidade para se trabalhar com coordenadas generalizadas e diferentes topologias

para os volumes de controle.

Além disso, o emprego de técnicas de malhas múltiplas (multigrid) só é viável

usando este tipo de arranjo [171]. Um problema que surgiu com o uso do arranjo

co-localizado foi o aparecimento de oscilações no campo de pressão. Contudo, o

uso do método de interpolação de momentum, também conhecido como método de

correção de Rhie-Chow [172], foi usado com sucesso para resolver esse problema. O

método de interpolação de momentum consiste em fazer com que a velocidade nas

interfaces, necessárias para o cálculo dos fluxos advectivos, dependam das pressões

nos volumes vizinhos, “imitando” o arranjo desencontrado [168].

4.2.2 Esquemas de Interpolação

Uma questão crucial a ser discutida no método de volumes finitos se refere às funções

de interpolação. Mesmo com malhas mais grosseiras, soluções mais acuradas podem

ser conseguidas usando esquemas de alta ordem. Contudo, o aumento da ordem

de interpolação pode causar problemas de instabilidade numéricas e soluções fisica-

mente irreais e com a presença de oscilações espúrias. Os esquemas de interpolação

mais comumente usados em volumes finitos são de 1ª ordem UDS (Upwind Diffe-

rencing Scheme), 2ª ordem CDS (Central Differencing Scheme) ou uma mistura

desses, gerando um esquema h́ıbrido HDS (Hybrid Differencing Scheme).

Os esquemas conhecidos como HRS (High Resolution Schemes) são exemplos

de esquemas h́ıbridos. Essa classe de métodos busca obter uma ordem elevada

para a interpolação e uma solução livre de oscilações, podendo-se citar os esquemas

de interpolação TVD (Total Variation Diminishing) [173–175] e NVD (Normalised

Variable Diagram) [168, 176].

Outra possibilidade que vem sendo bastante explorada são os esquemas de alta
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ordem conhecidos como WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory) [177, 178].

Neste tipo de esquema as oscilações são controladas com o uso de combinações

convexas de diferentes esquemas de alta ordem.

4.2.3 Solução das Equações Discretizadas

A resolução das equações discretizadas pelo método de volumes finitos pode ser

feita de duas formas: totalmente acoplada ou segregada. Na forma totalmente

acoplada resolve-se um único sistema de equações composto por todas as equações

que compõem o modelo. Na forma segregada, as diferentes equações do modelo

são resolvidas de forma independente umas das outras, necessitando de uma etapa

posterior de correção.

Em qualquer uma destas metodologias, acoplada ou segregada, a resolução do

sistemas de equações não-lineares pode ser feita de duas maneiras. Uma delas é

usar o método das substituições sucessivas usando ou não relaxação. A outra é usar

o método de Newton para resolver o sistema não-linear. Em cada iteração deste

método é necessário também resolver um sistema linear de equações algébricas.

O sistema de equações discretizado obtido com a aplicação do método de volu-

mes finitos tem como caracteŕıstica apresentar elevada esparsidade. É indispensável

considerar essa propriedade nos algoritmos de solução a fim de diminuir o esforço

computacional.

Para resolver o sistema linear pode-se optar por usar métodos diretos ou iterati-

vos. Os métodos diretos fazem a inversão completa da matriz usando por exemplo

eliminação gaussiana ou fatorização (LU, Cholesky). Esses métodos demandam um

elevado esforço computacional para problemas de grande dimensão. Os métodos

iterativos são baseados na transformação do sistema linear em um procedimento

iterativo onde, a partir de uma estimativa inicial, chega-se à solução desejada. Esses

métodos demandam menor esforço computacional e por isso são os que são efetiva-

mente usados em CFD. Como exemplos, se tem o método de Gauss-Seidel, o método

GMRES (Generalized Minimal Residual), o método de CG (Conjugate Gradient) e

seus derivados, métodos de malhas múltiplas como o GAMG (Geometric-Algebraic

Multi-Grid), entre outros [179–183].

Um ponto não menos importante a se considerar é o uso de pré-condicionadores,

pois, dependendo do procedimento iterativo aplicado, a matriz de coeficientes pode

não ser diagonal dominante, ocasionando o surgimento de instabilidades numéri-

cas. Alguns pré-condicionadores como o DIC (Diagonal incomplete-Cholesky), DILU

(Diagonal incomplete-LU) e o AMG (Algebraic Multi-Grid) são bastante usados e

conhecidos na literatura [184–187].

Cabe lembrar também que o uso da forma segregada para resolver escoamentos
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incompresśıveis deve ser acompanhada por um procedimento iterativo para resol-

ver o acoplamento pressão-velocidade. Para tal, são muito usados os algoritmos

como o SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) [188] e o

PISO (Pressure Implicit Splitting of Operators) [189], entre outros. Outros tipos de

acoplamento requerem procedimentos espećıficos.

4.3 O OpenFOAM

O OpenFOAM (Open Field Operation and Manipulation) é um software de CFD de

código aberto e de domı́nio público através da licença GPL (Gnu Public License).

As principais vantagens que motivam o uso do OpenFOAM e que vem dando ao

software cada vez mais adeptos são:

• Código aberto. Não envolve investimentos com a compra de licenças e possi-

bilita ao usuário desenvolver, verificar, manipular e incrementar o código.

• Escrito em linguagem C++. Como esta linguagem é orientada a objetos torna-

se muito mais fácil a criação de novos códigos, uma vez que propriedades como

abstração e encapsulamento de dados, herança, polimorfismo, etc., facilitam

muito a usabilidade e a expansão do software.

• Possui incorporado um gerador de malhas e um visualizador de resultados.

• Possibilita fazer grandes simulações usando processamento paralelo.

• Utilização de malhas poliédricas e adaptativas ou móveis.

• Possibilidade de importação e exportação de dados. O software possui

ferramentas que permitem a importação de malhas estruturadas ou não-

estruturadas de diferentes softwares gratuitos ou comerciais e também permite

a exportação dos resultados simulados para visualização em outros softwares.

• Ampla faixa de aplicação em problemas de engenharia. Além da solução de

problemas de CFD o software permite também resolver problemas de análise

estrutural, ficando muito mais fácil o acoplamento em problemas envolvendo

multi-f́ısica.

• Flexibilidade ao usuário. Por exemplo, o software possui uma vasta quantidade

de solvers para resolução de sistemas lineares de equações e dispõem de uma

grande variedade de esquemas de interpolação.
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A principal desvantagem do OpenFOAM, pelo menos a ńıvel de usuário, é a

inexistência de uma interface gráfica. Outra questão é a falta de uma boa documen-

tação do software, ou seja, uma descrição detalhada da modelagem e metodologias

numéricas dispońıveis.

4.3.1 Simulação CFD usando o OpenFOAM

Cada caso deve seguir uma estrutura de diretórios que contém os arquivos que

armazenam as informações necessárias. Estes arquivos possuem as informações sobre

a modelagem, a geometria, detalhes da malha, condições de contorno, parâmetros

para os métodos numéricos e as propriedades f́ısicas do problema. A estrutura básica

pode ser colocada como:

• <Diretório de Tempo>: contém os arquivos com informações das condições

iniciais e de contorno para as variáveis do caso (por exemplo, campo de velo-

cidade, pressão, tensão, etc.). O nome associado ao diretório <Diretório de

Tempo> refere-se ao instante simulado no qual os dados são gravados.

• <system>: os arquivos contidos neste diretório estão associados ao procedi-

mento de solução do problema. Devem existir pelo menos 3 arquivos neste

diretório: o controlDict, o fvSolution e o fvSchemes.

• <constant>: deve conter os arquivos de propriedades f́ısicas pertinentes ao

caso, por exemplo, transportProperties. A descrição completa da geome-

tria e da malha está inclúıda no sub-diretório polyMesh, nos arquivos block-

MeshDict e boundary.

O OpenFOAM não possui um editor CAD (Computer-Aided Design) para cons-

trução da geometria do problema. As informações sobre a geometria são armazena-

das e podem ser editadas no arquivo blockMeshDict. Contudo, pode-se importar

geometrias e malhas geradas em outros softwares, como por exemplo, ICEM [190],

NETGEN [191], TETGEN [192], GMSH [193] e SALOME [194]. Nesse quesito, o

OpenFOAM é bastante flex́ıvel e aceita malhas do tipo poliédricas [195].

O OpenFOAM permite a paralelização da simulação usando MPI (Message Pas-

sage Interface) para a comunicação entre os computadores e a decomposição do

domı́nio pode ser feita por diferentes métodos, destacando-se o METIS [196] e o

SCOTCH [197] pela sua eficiência no particionamento da malha [195].

O OpenFOAM apresenta implementadas as principais condições de contorno,

como entrada de massa (inlet), sáıda de massa (outlet), parede fixa ou móvel (wall),

condição atmosférica (atmospheric), simetria (simmetry), entre outras. Porém nada

impede ao usuário criar sua própria condição de contorno, caso julgue ser necessário.
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O pós-processamento de dados e a visualização dos resultados pode ser feita de

várias maneiras. A visualização normalmente é feita usando o software ParaView

[198], que é um software muito versátil e gratuito. Outros softwares de visualização

também podem ser usados, pois é posśıvel converter os resultados fornecidos pelo

OpenFOAM para formatos lidos por softwares como Fieldview [199], Ensight [200]

e Tecplot [201]. Existe ainda uma ferramenta de conversão dos resultados do Open-

FOAM para o formato VTK [202], possibilitando a leitura dos dados em qualquer

visualizador que entenda este formato.

4.3.2 Desenvolvimento e Metodologia Numérica do Open-

FOAM

Por ser um software de código aberto, o OpenFOAM permite a construção de sol-

vers e utilitários, bastando para isto, que o desenvolvedor tenha conhecimento em

CFD, linguagem C++ [203, 204] e um conhecimento básico da estrutura do Open-

FOAM como os operadores, classes e algumas funções membros importantes. As

fontes sobre programação no OpenFOAM são seus manuais (User’s Guide e Pro-

grammer’s Guide) e fóruns de internet [205]. O trabalho de JASAK [168] também

apresenta detalhadamente vários aspectos sobre a formulação numérica, incluindo a

metodologia de discretização, condições de contorno, etc., e a teoria dos algoritmos

implementados no OpenFOAM como o acoplamento pressão-velocidade, a correção

dos fluxos em malhas não estruturadas, etc.

A técnica de orientação a objetos usada pelo OpenFOAM permitiu criar tipos

de dados muito próximos aos usados na mecânica do cont́ınuo. As equações da

mecânica do cont́ınuo e os conceitos de escalares, vetores, tensores e seus respectivos

campos, assim como a álgebra tensorial e sistemas de unidades são utilizados com

uma sintaxe parecida à usada na notação matemática usual. Isto, além de facilitar a

implementação de novos solvers, também torna muito mais ágil o desenvolvimento.

As classes implementadas no OpenFOAM declaram tipos e operações que fazem

parte da linguagem matemática utilizada na engenharia. Por exemplo, o campo

de velocidade pode ser representado no código de programação pelo śımbolo U e

a magnitude do campo de velocidade pode ser obtido com a operação mag(U). A

orientação a objetos permite definir uma classe do tipo scalarField e outra do tipo

vectorField, para se representar campos escalares e vetoriais, respectivamente.

Novas classes podem herdar propriedades de outras classes, por exemplo, uma

classe vectorField pode ser derivada de uma classe vector e outra Field. O C++

fornece um mecanismo chamado de classes template, de forma que a classe Fi-

eld<Type> pode representar um campo de qualquer <Type>, como scalar, vector

ou tensor. As caracteŕısticas gerais da classe template são passadas para qualquer
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classe criada a partir deste template. Os templates e a herança reduzem a duplica-

ção de código e criam hierarquias de classe que impõem organização e estrutura ao

código.

O OpenFOAM usa o método dos volumes finitos para discretizar os campos

geométricos e as bibliotecas fvm e fvc definem as informações necessárias para tal.

Cada termo nas equações diferenciais parciais é representado individualmente usando

as classes finiteVolumeMethod e finiteVolumeCalculus, abreviado por fvm e fvc,

respectivamente. Tanto fvm como fvc definem funções estáticas que representam os

operadores diferenciais, como o gradiente, o divergente e o laplaciano.

Apesar destas bibliotecas possúırem o mesmo propósito, suas aplicações são di-

ferentes. A biblioteca fvm reúne funções para realizar operações impĺıcitas de dis-

cretização pelo método dos volumes finitos e os resultados são armazenados em uma

matriz definida pela classe fvMatrix<Type>. Já a biblioteca fvc agrupa funções

para calcular operações expĺıcitas de discretização. Ou seja, as operações realizadas

com a classe fvc retornam explicitamente um campo geométrico (classe geome-

tricField<Type>) [4, 168]. No Apêndice A são dados mais detalhes além de serem

apresentados os operadores básicos dispońıveis no OpenFOAM.

4.3.3 Escoamentos Multifásicos no OpenFOAM

A análise de escoamentos multifásicos já está razoavelmente bem consolidada no

OpenFOAM, existindo vários solvers usando diferentes abordagens numéricas e de

modelagem. Contudo, essa é uma área que ainda vem sendo bastante explorada e

novos desenvolvimentos estão sempre surgindo com as novas versões.

Para escoamentos multifásicos com captura de interface encontram-se dispońı-

veis diferentes solvers que usam a abordagem VoF, comentada no Caṕıtulo 2. Por

exemplo, existem os solvers compressibleInterFoam e compressibleInterDyM-

Foam para escoamentos não-isotérmicos e compresśıveis de dois fluidos imisćıveis,

sendo que o último permite usar malha dinâmica. Para escoamentos isotérmicos e

incompresśıveis de dois fluidos imisćıveis pode-se optar pelo interFoam ou o in-

terDyMFoam para malhas dinâmicas, ou o multiphaseInterFoam para escoamentos

com um número arbitrário de fases imisćıveis.

A abordagem Euleriana-Euleriana também está presente em alguns dos solvers

nativos do OpenFOAM. O bubbleFoam é um solver bifásico baseado na formulação

E-E e foi desenvolvido primeiramente para a simulação de escoamentos dispersos

do tipo gás-ĺıquido. Posteriormente surgiu o solver twoPhaseEulerFoam que é uma

extensão do solver anterior para a simulação de escoamentos bifásicos dispersos

do tipo gás-ĺıquido, ĺıquido-ĺıquido, gás-sólido e ĺıquido-sólido. O algoritmo usado

nesses dois solvers é muito similar e está descrito no trabalho de RUSCHE [14].
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O solver twoPhaseEulerFoam apresenta as seguintes limitações:

• resolve somente 2 fases, uma cont́ınua e outra dispersa;

• o escoamento é isotérmico;

• as fases são necessariamente incompresśıveis;

• o diâmetro das entidades que compõem a fase dispersa são constantes, não se

consideram os efeitos de agregação, quebra, crescimento, etc.;

• não existe transferência de calor ou massa entre as fases, somente a troca de

quantidade de movimento é considerada.

O solver twoPhaseEulerFoam têm dispońıvel somente o modelo k−ε para mode-

lar a turbulência, usando uma metodologia como àquela descrita na Subseção 2.2.2.

Encontram-se implementadas as forças interfaciais de arrasto, sustentação e massa

virtual. O coeficiente de arrasto pode ser calculado usando diferentes modelos, como,

Schiller-Naumann, Gibilaro, Ergun, etc. Já os coeficientes de sustentação e massa

virtual admitem apenas valores constantes.

Esse solver foi desenvolvido para lidar com os fenômenos de inversão e separação

das fases. Para isso, uma formulação conhecida como phase intensive foi usada.

Nessa formulação todos os termos da equação de conservação de quantidade de mo-

vimento foram divididos pela fração volumétrica e pela massa espećıfica da fase. Os

termos relacionados às forças interfaciais, arrasto, sustentação e massa virtual, foram

equacionados de acordo com um modelo de mistura, sendo diferente do usualmente

encontrado na literatura e descrito na Subseção 2.2.3. Essa formulação está descrita

no trabalho de RUSCHE [14].

Para contornar a restrição do solver twoPhaseEulerFoam só simular duas fases e

não considerar uma distribuição de diâmetros, SILVA e LAGE [9] propuseram dois

novos solvers, o musigFoam e multiPhasePbeFoam. O primeiro considera um único

campo de velocidades para a fase dispersa, uma metodologia que é conhecida na

literatura como MuSiG (Multiple Size Group) [4]. Dessa forma, toda a distribuição

de part́ıculas é trasportada pelo mesmo campo de velocidades. Já o multiPhaseP-

beFoam é capaz de lidar com um número arbitrário de fases e uma PBE monovariada

é resolvida para considerar os efeitos de agregação e quebra de part́ıculas. Este úl-

timo é mais abrangente visto que considera que cada fase dispersa possui seu próprio

campo de velocidades. Ambos os solvers usam o método DQMoM para resolver a

PBE.

Outra questão importante é que nesses solvers não foram usados os modelos

de mistura na modelagem das forças interfaciais, ou seja, foi adotada a formulação
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usualmente descrita na literatura de escoamentos multifásicos. Uma descrição deta-

lhada do algoritmo usado nesses solvers, assim como os detalhes do acoplamento do

balanço populacional com o escoamento multifásico pode ser encontrada diretamente

no trabalho de SILVA e LAGE [9].

Atualmente, na versão OpenFOAM-2.2, também encontra-se dispońıvel o solver

compressibleTwoPhaseEulerFoam que simula escoamentos bifásicos compresśıveis

e não-isotérmicos usando a formulação Euleriana-Euleriana [195].
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Caṕıtulo 5

Métodos para Discretização de

Distribuições Multivariadas

Neste caṕıtulo é apresentada uma revisão da literatura no que tange à inversão de

momentos multivariados e são apresentados alguns métodos que podem ser usados

para tal.

5.1 Revisão da Literatura

Os momentos representam propriedades importantes de uma função distribuição,

como por exemplo, a média, a variância e a assimetria, entre outras. Os pontos de

quadratura, compostos por valores de pesos e abscissas, correspondem a uma dis-

cretização da função distribuição que satisfaz ou reproduz uma quantidade limitada

dos seus momentos. O momento h-variado padrão de uma distribuição f(x) é dado

por:

µk1,k2,...,kh = µk =

∫ ∫
...

∫
xk11 x

k2
2 ...x

kh
h f(x) dx (5.1)

onde x = [x1, x2, ..., xh]
T é o vetor de variáveis internas e k = [k1, k2, . . . , kh]

T é o

vetor que fornece a ordem do momento para cada uma das variáveis xi. Uma discreti-

zação que represente um certo conjunto de momentos pode ser obtida encontrando-se

os N pontos de uma quadratura h-dimensional que satisfaçam a seguinte relação:

µk1,k2,...,kh =
N∑
i=1

xk11i
xk22i

...xkhhi ωi (5.2)

para as abscissas xi e os pesos ωi.

A inversão do conjunto de momentos é um ponto chave nos métodos de solução

da PBE que são baseados em momentos com fechamento por quadratura.
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5.1.1 A Reconstrução da Função Distribuição a partir de

seus Momentos

A reconstrução de uma distribuição a partir de um número finito de momentos

é conhecido na literatura como problema de inversão (finite moment problem) ou

problema de Stieltjes para domı́nios semi-infinitos e de Hausdorff para domı́nios

finitos, sendo, em geral, um problema bastante dif́ıcil [206]. A principal dificuldade

é inerente ao fato de que distribuições diferentes podem possuir um mesmo conjunto

finito de momentos. Assim, salvo algumas exceções, é necessário o conhecimento dos

infinitos momentos de uma distribuição para se garantir uma reconstrução exata da

mesma.

A reconstrução da função distribuição pode ser feita de diferentes maneiras. Uma

delas é assumir uma função conhecida (função gama, beta, log-normal, etc.) com

parâmetros a serem ajustados a partir de valores conhecidos da função ou de seus

momentos. Outra forma é usar uma base de funções (com suporte global ou local)

para aproximar a distribuição usando a informação da função ou de seus momentos

para calcular os valores dos coeficientes da expansão funcional. Pode-se também

usar técnicas de interpolação, como splines, entre valores conhecidos da função ou

outras informações, como por exemplo os momentos.

A reconstrução da distribuição usando o ajuste de parâmetros de uma função co-

nhecida ou usando uma expansão funcional em bases de polinômios são as técnicas

mais usadas na literatura. Contudo, essas técnicas são dependentes do conheci-

mento prévio do comportamento da função distribuição, ou seja, a função ou base

usada afeta o resultado final e a decisão do que é melhor para se usar depende do

conhecimento da forma da distribuição [206].

Em alguns trabalhos encontrados na literatura a reconstrução é feita usando

splines. Essa técnica por sua vez não impõe a priori uma forma para a função distri-

buição [207]. No entanto, a reconstrução de uma distribuição usando um conjunto

de momentos é um problema da estat́ıstica que ainda está em aberto. A reconstru-

ção de uma função distribuição multivariada a partir de um conjunto de momentos

multivariados é uma tarefa ainda mais complicada [134].

Apesar de toda essa dificuldade para reconstruir a função distribuição a partir

de seus momentos, isso nem sempre é um problema grave, uma vez que em muitas

aplicações as propriedades de interesse podem ser determinadas usando somente os

primeiros momentos da distribuição.
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5.1.2 Métodos de Momentos e Inversão de Momentos Mul-

tivariados

A literatura sobre a aplicação do método dos momentos para problemas multivari-

ados é escassa quando comparada ao caso monovariado. Será apresentada a seguir

uma revisão dos trabalhos que foram julgados como os mais relevantes nesta área, ou

seja, aplicaram métodos baseados em momentos para resolver a PBE multivariada

e lidaram com o problema de inversão de momentos multivariados.

A inversão de um conjunto de momentos monovariados pode ser feita de forma

eficiente usando o algoritmo PD [137]. O problema é a inversão de um conjunto

de momentos multivariados. Não existe uma forma direta de se fazer isto. Muitos

trabalhos encontrados na literatura contornam o problema usando somente 1 ponto

de quadratura e outros usam somente os momentos puros, ou seja, desconsideram a

dependência entre as variáveis [7, 13, 208]. Porém, tanto o fato de se usar apenas

1 ponto de quadratura quanto o de se descartar os momentos que descrevem a

dependência entre as variáveis podem não ser adequados em alguns casos.

WRIGHT et al. [15] foram os primeiros a relatar a extensão do QMoM para o caso

bivariado. Os autores apresentaram dois tipos de quadraturas multidimensionais

(cubaturas) para a inversão de um conjunto de 36 momentos multivariados: uma de

3-pontos (N = 3) e outra de 12-pontos (N = 12).

No caso que usa N = 3 foi feito um processo no qual se obtêm os pesos e as

abscissas combinadas (combinação das duas abscissas) considerando-se somente os

momentos diagonais. Esta etapa torna o problema parecido com o caso unidimen-

sional e possibilita o uso de métodos de inversão de distribuições monovariadas. Os

pesos e abscissas encontradas no passo anterior são então usados em equações para

os momentos que estão fora da diagonal, obtendo-se as abscissas para cada direção e

usando os pesos encontrados no passo anterior. Esse procedimento usa a informação

de todo o conjunto de momentos, contudo apresenta simplificações e não é a solução

ótima. Além disso, a extensão para além do caso bivariado seria complicada.

Para o caso que usa N = 12 foi feita uma inversão dos 36 momentos mistos fraci-

onários µ
kl

com k e l sendo 0, 1/3, 2/3, 1, 4/3, 5/3. Os autores usaram um algoritmo

de minimização baseado em gradientes conjugados para ajustar os 12 pontos da qua-

dratura multidimensional. Este método pode ser visto como uma inversão por força

bruta. Restrições foram usadas para garantir que os pesos fossem positivos. O uso

de uma cubatura de 12-pontos é um tanto questionável para aplicações PB/CFD,

pois além de se ter um alto custo computacional, a quantidade de fases consideradas

na simulação CFD também seria grande. Para casos com mais de 2 dimensões, o

custo computacional se tornaria muito elevado.

Para tentar contornar essa situação, YOON e MCGRAW [8, 16] apresentaram
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os conceitos matemáticos e estat́ısticos para a extensão multivariada do método

QMoM usando a análise de componentes principais (PCA - Principal Component

Analysis). No método chamado de PCA-QMoM a função distribuição é representada

por um conjunto de momentos mistos de baixa ordem e os correspondentes pontos de

cubatura são gerados pela combinação da PCA e projeção inversa (back projection),

que é apresentado com mais detalhes na Seção 5.4.

FOX [12] avaliou o efeito que a escolha do conjunto de momentos bivariados e

número de pontos, N , da aproximação por cubatura possuem sobre a estabilidade

numérica do DQMoM para representar os momentos fracionários de até no máximo

terceira ordem. Os resultados obtidos com o DQMoM foram comparados aos re-

sultados de WRIGHT et al. [15]. Foram apresentados resultados para diferentes

conjuntos de momentos e usando diferentes quantidades de pontos de cubatura. Os

autores encontraram que, em geral, para N fixo, todos os conjuntos de momentos

bivariados que não geram singularidade na matriz de coeficientes do DQMoM levam

a resultados praticamente idênticos. Para qualquer valor de N ≥ 3, a predição dos

3N momentos bivariados fracionários utilizados são muito similares. Todavia, certas

escolhas para o conjunto dos 3N momentos levam a uma matriz mais bem condici-

onada e, desse modo, prefeŕıvel do ponto de vista numérico. O autor mostra que o

condicionamento da matriz de coeficientes do DQMoM é muito afetada pela escolha

de momentos que é feita. Em geral, pode-se perceber uma piora no condicionamento

da matriz do DQMoM quando se escolhe um conjunto de momentos de ordem mais

elevada.

Embora o problema abordado por WRIGHT et al. [15] tenha uma função log-

normal como condição inicial, FOX [12] usou um único peso com valor igual a

um e os restantes sendo nulos para reproduzir aproximadamente os momentos da

distribuição inicial. O autor comenta que os valores das abscissas que possuem peso

zero foram obtidas de forma arbitrária. Com essa estratégia elimina-se o problema

da inversão de um conjunto de momentos para gerar uma condição inicial para o

DQMoM. Contudo, isso pode gerar problemas nos instantes iniciais da simulação

e passos de tempo suficientemente pequenos são necessários até que os valores dos

pesos e abscisas se ajustem, ou seja, este procedimento de inicialização gera um

problema com rigidez numérica (stiffness).

Num trabalho posterior, FOX [11] fez uma análise mais profunda sobre o pro-

blema da escolha do conjunto de momentos a ser usada no DQMoM. Ele demonstrou

que uma escolha ruim do conjunto de momentos pode levar a abscissas não únicas

e pesos negativos. Contudo, existe um conjunto ótimo de momentos para o método

DQMoM quando se usa N = nh pontos de cubatura para representar uma função

distribuição com dimensão h, com n e h entre 1 e 3. Isto é, N é o número total

de pontos, n é o número de pontos usados em uma direção e h é a dimensão do
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problema. Segundo o autor, isto resulta da necessidade de tratar igualmente todas

as direções. Esta escolha também é independente dos termos fontes da PBE que

governa a evolução temporal da função distribuição. A escolha do conjunto ótimo

de momentos é dada sem uma fundamentação matemática e, como comentado pelo

próprio autor, a escolha é baseada principalmente na obtenção de um conjunto de

momentos que gere uma matriz de coeficientes do DQMoM não singular.

Contudo, o autor não tratou o problema da inversão. Foi resolvida uma equação

do tipo Fokker-Planck que possui uma solução estacionária tal que µ
kl

= µ
k0
µ

0l
.

Desta forma, o conhecimento dos momentos puros é suficiente para estimar o restante

dos momentos e, dessa forma, somente esses necessitam ser resolvidos.

No trabalho de FOX [209] foi apresentado o método de produto tensorial (TPM

- Tensor Product Method). Os autores obtiveram uma quadratura de terceira ordem

em duas e três dimensões e aplicaram para solução de um problema gás-sólido di-

lúıdo. Posteriormente, FOX [210] estenderam o método para quadraturas de ordem

arbitrárias. O TPM será descrito na Seção 5.5.

Uma outra metodologia para inversão de momentos multivariados foi proposta no

trabalho de CHENG e FOX [152], a qual foi chamada de CQMoM e será apresentada

com mais detalhes na Seção 5.7.

Por fim, FAVERO et al. [211] fizeram uma comparação entre as diversas me-

todologias dispońıveis na literatura e propuseram uma nova metodologia baseada

na análise de componentes independentes. Além disso, também avaliaram o uso de

combinação de diferentes métodos. A fundamentação teórica da análise de compo-

nentes independentes está detalhada na Seção 5.6 e complementada no Apêndice C.

O uso da ICA para obtenção de uma quadratura multidimensional faz parte desse

trabalho, sendo abordado posteriormente no Caṕıtulo 6.

5.2 Método de Força Bruta - Otimização não-

linear

A prinćıpio, uma quadratura multidimensional pode ser calculada resolvendo-se a

Equação 5.19 para encontrar os pesos e abscisas que reconstroem N(h+1) momentos

multivariados. Contudo, devido a alta não-linearidade do sistema de equações, uma

opção melhor é usar um método de otimização para tal, onde a função objetivo é

relacionada à diferença entre o valor do momento multivariado e a sua reconstrução

calculada pela discretização obtida.

Detalhes sobre algoritmos de otimização podem ser encontrados na literatura,

por exemplo, em PIERRE [212], MILLER [213] e WEISE [214], e não serão dados

detalhes aqui. Mais relevante para este trabalho é definir a função objetivo do
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problema de otimização. Para fins de simplicidade, considere um caso bivariado e

uma quadratura de N pontos com abscissas, x1i e x2i , e pesos ωi. A função objetivo

a ser minimizada pode ser definida usando os erros relativos dos momentos. Para o

conjunto de momentos até uma ordem total, O, obtêm-se:

Fobj =
O∑
k=0

O−k∑
l=0

∣∣∣∣ εklµkl
∣∣∣∣ , εkl =

N∑
i=1

xk1ix
l
2i
ωi − µkl (5.3)

Nada impede de se otimizar um problema sub ou super-determinado. Porém,

quando o número de parâmetros for igual ao número de momentos da função obje-

tivo, Fobj, o resultado da otimização pode ser equivalente à obtenção da solução do

sistema não-linear de equações.

5.3 Método do Produto Cartesiano Direto

O método do produto cartesiano direto (DCPM - Direct Cartesian Product Method)

usa somente momentos puros, ou seja, desconsidera a dependência entre as variáveis.

O uso desse método já foi reportado em alguns trabalhos que resolveram problemas

de balanço populacional multivariado [13, 208]. Como este método parte do prinćıpio

de que as variáveis são independentes, é posśıvel aplicar a seguinte fatoração para a

função distribuição:

f(x) = f(x1, x2, . . . , xh) = f1(x1)f2(x2) . . . fh(xh) (5.4)

onde fi(xi) são distribuições marginais, definidas por:

fi(xi) =

∫
x̄

f(x) dx̄ (5.5)

e x̄ é o vetor x sem a variável xi.

Dessa forma, os momentos mistos ou cruzados podem ser calculados pelo produto

dos momentos puros:

µk1,k2,...,kh = µk1,0,...,0µ0,k2,...,0 . . . µ0,0,...,kh (5.6)

onde o conjunto de momentos multivariados até uma dada ordem O apresenta exa-

tamente (Oh+ 1) graus de liberdade.

Dessa forma, uma quadratura h-dimensional pode ser determinada pelo produto

Cartesiano das h quadraturas unidimensionais, obtidas com um método de inversão

de momentos monovariados usando os primeiros 2Ni momentos para cada uma das

h variáveis xi. A inversão de momentos monovariados pode ser feita de forma efici-
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ente usando o algoritmo de produto-diferença (PD) [137] ou o algoritmo Chebyshev

modificado implementado na biblioteca ORTHOG [215].

Por exemplo, considere {xiji , ωji}, ji = 1, . . . , Ni como sendo a quadratura

unidimensional obtida usando os 2Ni momentos puros de xi, {µ0,...,ki,...,0}, ki =

0, . . . , 2Ni − 1, que tem ordem de acurácia 2Ni − 1. Considerando então uma dis-

tribuição normalizada, uma quadratura multidimensional com N =
∏h

i=1Ni pontos

pode ser obtida por:

xj = xj1,j2,...,jh = [x1j1
, x2j2

, . . . , xhjh ] e

ωj = ωj1,j2,...,jh =
h∏
i=1

ωji , ji = 1, . . . , Ni, i = 1, . . . , h
(5.7)

onde j é dado pelo rearranjamento dos ı́ndices ji como, por exemplo, j = j1 +∑h
i=2(ji − 1)

∏i−1
k=1 Nk, h > 1.

Contudo, no caso das variáveis não serem independentes, a quadratura multi-

dimensional apresenta acurácia de somente primeira ordem, sendo essa a principal

limitação desse método.

5.4 Análise de Componentes Principais

A análise de componentes principais (PCA - Principal Component Analysis) é tam-

bém conhecida na literatura como transformada discreta de Karhunen-Loève (KLT),

transformada de Hotelling ou decomposição ortogonal própria (Proper Orthogonal

Decomposition, POD) dependendo da área de aplicação.

A PCA foi primeiramente proposta por PEARSON [216] e é um método de

análise de dados multidimensionais. Em geral, os dados são obtidos (ou medidos)

usando variáveis que não são, necessariamente, as melhores para a descrição de um

dado fenômeno. Assim, o prinćıpio básico da PCA é que variáveis mais adequadas

podem ser obtidas rotacionado o eixo de coordenadas cartesianas para as direções

nas quais a variância dos dados é máxima. Desta forma, as novas variáveis são

combinações lineares das variáveis originais. Além disso, as novas variáveis devem

ser descorrelacionadas e ordenadas da maior para a menor variância. Para proble-

mas de dimensões elevadas, isto permite desconsiderar as variáveis que apresentam

menor variância e que, portanto, afetam menos o fenômeno observado. Isto leva à

redução de dimensão do problema, eliminando dados redundantes e possibilitando

uma melhor identificação da informação contida no conjunto de dados [217, 218].

Matematicamente, a PCA é uma transformação linear ortogonal (rotação) das

variáveis cartesianas originais, seguida de posśıveis trocas de ordem das variáveis

(permutações), que definem um novo sistema de coordenadas cartesiano de forma
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que a primeira coordenada tenha a maior variância, a segunda coordenada tenha

a segunda maior variância e assim por diante. Como os dados nas novas variáveis

estão descorrelacionados, a matriz (tensor) de covariância deve ser diagonal. Desta

forma, fica claro que as direções dos componentes principais são aquelas que levam

à diagonalização da matriz (tensor) de covariância. Além disso, cabe observar que

a PCA é um método fundamentado nas estat́ısticas de até segunda ordem.

Como a PCA permite obter representações aproximadas dos dados originalmente

de dimensões elevadas em um número consideravelmente menor de dimensões, ela é

um dos métodos estat́ısticos de múltiplas variáveis mais simples e mais empregados

nas áreas de reconhecimento de padrões, processamento de imagens, análise de sinais

e compressão de dados, entre outras. Neste trabalho será detalhado somente o

método de PCA clássico e não suas versões modificadas, como por exemplo o kernel

PCA (KPCA), que tenta buscar combinações não-lineares que representem melhor

um conjunto dados [219].

A PCA pode ser aplicada diretamente sobre o conjunto de dados ou usando as

estat́ısticas que representam os mesmos. Neste trabalho, somente interessa o uso

da PCA aplicada sobre as estat́ısticas da função distribuição, os momentos, que é

descrita a seguir. A aplicação da PCA diretamente sobre um conjunto de dados é

detalhada no Apêndice B.

5.4.1 A PCA aplicada a um Conjunto de Momentos

O método de PCA pode ser aplicado usando os momentos de uma distribuição

normalizada (µ0 = 1). Com os momentos de primeira e segunda ordem é posśıvel

aplicar o método de PCA, visto que a matriz de covariância depende exclusivamente

destes. Os momentos de primeira ordem são necessários para se obter os momentos

centrados µ̃, que facilita a aplicação do método. Os momentos centrados são obtidos

subtraindo-se de cada variável a sua respectiva média, ou seja:

µ̃k1,k2,...,kh = µ̃k =

∫ ∫
...

∫ [ h∏
i=1

(xi − µei)
ki

]
f(x) dx (5.8)

onde ei é o vetor unitário na direção i, isto é, tem componentes nulos exceto para

a linha i na qual o componente é unitário. Definindo o vetor dos momentos de

primeira ordem (médias), como µ = [µe1 , µe2 , . . . , µeh ]T , pode-se definir as variáveis

centradas x̃ = x− µ e escrever:

µ̃k1,k2,...,kh = µ̃k =

∫ ∫
...

∫ ( h∏
i=1

x̃kii

)
f̃(x̃) dx̃ (5.9)
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onde f̃(x̃) = f(x).

Para facilitar o entendimento, vamos considerar um caso bivariado, isto é, h = 2.

Neste caso, a matriz de covariância é dada por:

Σ =

[
µ̃20 µ̃11

µ̃11 µ̃02

]
=

[
µ20 − µ2

10 µ11 − µ10µ01

µ11 − µ01µ10 µ02 − µ2
01

]
(5.10)

O próximo passo é resolver o problema de autovalor que gera a diagonalização

Σ = GTDG, e encontrar a matriz de Hotelling, H, podendo-se usar a decomposição

em valores singulares (Singular Value Decomposition - SVD) para tanto [218, 220]

(ver Apêndice D para detalhes). A matriz da transformada de Hotelling é obtida

ordenando-se os autovetores de G na ordem decrescente de seus autovalores (ver

Apêndice B para detalhes ). Usando a matriz de Hotelling, H, a matriz de covari-

ância (ou de momentos de segunda ordem centrados) pode ser transformada para as

direções principais por:

Σ′ = HΣHT ou Σ′ij =
2∑

k,l=1

HikHjlΣkl (5.11)

onde Σ′ é diagonal. A Equação 5.11 é similar à transformação de um tensor de

segunda ordem em um espaço de dimensão 2, e indica que o problema pode ser

generalizado para um espaço de h variáveis.

Os momentos centrados de ordem s, onde s =
∑h

i=1 ki, podem ser usados para

definir um tensor simétrico, T, de ordem s que está no espaço <h [16]. Assim,

de forma genérica, pode-se definir um tensor simétrico que armazene as estat́ısticas

de qualquer ordem. A ordem (quantidade de ı́ndices ou rank) desse tensor dá a

informação da ordem estat́ıstica que o mesmo está representando. Por exemplo,

as estat́ısticas de segunda, terceira e quarta ordem podem ser representadas por

tensores de segunda, terceira e quarta ordem, respectivamente.

Assim, utilizando a notação indicial cartesiana para representar os tensores, o

tensor de momentos centrados de segunda ordem corresponde à própria matriz de

covariância e pode ser escrito por Tij = Σij, i, j = 1, . . . , h, que pode ser repre-

sentado por uma matriz simétrica h × h. Generalizando, o valor de um elemento

do tensor estat́ıstico de ordem s, Ti1,i2,...,is , em um problema no espaço <h, onde

i1, i2, ..., is ∈ {1, 2, ..., h}, é dado por µ̃k1,k2,...,kh , onde kj é o número de ocorrências

do inteiro j no conjunto {i1, i2, ..., is}. Note que a propriedade de simetria é gene-

ralizada da seguinte forma: dois elementos de um tensor estat́ıstico são iguais entre

si se seus ı́ndices são uma permutação um do outro. Por exemplo, os elementos

do tensor que representa a estat́ıstica de segunda ordem é dada por: T11 = µ̃20,
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T12 = T21 = µ̃11 e T22 = µ̃02. Já para o tensor de momentos de quarta ordem tem-se:

T1111 = µ̃40

T1112 = T1121 = T1211 = T2111 = µ̃31

T1122 = T1221 = T2211 = T2112 = T1212 = T2121 = µ̃22

T2221 = T2212 = T2122 = T1222 = µ̃13

T2222 = µ̃04

(5.12)

A quantidade de elementos que compõem o tensor de momentos está relacionada

com a ordem do momento e a dimensionalidade do problema. De maneira geral, o

tensor é composto por hs elementos, onde h é a dimensão do problema, sendo s a

ordem dos momentos centrados que compõem o tensor. Por exemplo, para um caso

bivariado o tensor que representa os momentos de segunda ordem é dado por 22 = 4

elementos enquanto que o tensor de quarta ordem tem 24 = 16 elementos. Para

um caso h-variado a quantidade de elementos que compõem o tensor de momentos

de segunda ordem é igual a h2. Note que nem todos estes elementos são distintos

devido à propriedade de simetria.

Então, o método de PCA pode ser facilmente aplicado a partir do tensor de

momentos centrados de segunda ordem, que é diagonalizado pelo tensor H. A

rotação dada por H pode ser equiparada a uma rotação tensorial (com troca de eixos)

que orienta os momentos nas direções de maior variância e pode ser aplicada aos

tensores de momentos de qualquer ordem. Os momentos originais são recuperados

fazendo-se a rotação tensorial inversa. Matematicamente, para o tensor de momentos

de segunda ordem, a operação de rotação é dada por:

T ′ij =
h∑

k,l=1

HikHjlTkl ⇒ T ′ij = D̄iiδij (5.13)

onde T′ é o tensor diagonal dos momentos de segunda ordem transformado pela

rotação. Já para um tensor de quarta ordem, a rotação é dada por:

T ′mnop =
h∑

i,j,k,l=1

HmiHnjHokHplTijkl (5.14)

O uso do tensor H nas equações acima representa uma transformação linear, e

equivale a uma rotação seguida de permutação das coordenadas.

Por fim, o DCPM, apresentado na Seção 5.3, é usado para obter os pontos de

quadratura no sistema de coordenadas principais no qual as variáveis encontram-se

descorrelacionadas. Com os pontos de quadratura obtidos no sistema de coordenadas

principais, y, pode-se recuperar os pontos de quadratura no sistema de coordenadas
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originais, x, usando-se a projeção inversa, ou seja:

x = HTy + µ (5.15)

Cabe notar também que os pesos não se alteram com a mudança do sistema de

coordenadas.

Com um esforço computacional relativamente pequeno a PCA dá a possibili-

dade de se encontrar as h direções principais que descrevem um conjunto de dados

multivariados, inclusive possibilitando a redução de dimensionalidade. Apesar des-

tas qualidades, a PCA não é um método livre de limitações, podendo-se citar as

seguintes:

• O conjunto de dados modificados pela PCA são combinações lineares dos dados

originais. Em muitos casos, a consideração de combinações não-lineares dos

dados originais permite encontrar direções que representam melhor o conjunto

de dados.

• As componentes principais são necessariamente ortogonais entre si. Para certas

funções a primeira direção de maior variância não é ortogonal à segunda direção

de maior variância.

• A média e a variância devem ser estat́ısticas suficientes para descrever a função

distribuição. A única classe de distribuição de probabilidade que é exatamente

descritas pelos momentos de primeira e segunda ordem são as distribuições

normais (i.e, Gaussianas).

• A PCA obtém direções cujas coordenadas são descorrelacionadas, o que não

implica, necessariamente, na independência entre as mesmas.

5.5 Método do Produto Tensorial

Esse método foi desenvolvido por FOX [209, 210] e é, em essência, muito similar

ao método de PCA. Dessa forma, primeiramente encontra-se um novo sistema de

coordenadas que descorrelaciona as variáveis. Após isso, o conjunto de momentos

é transformado para o novo sistema de coordenadas. Por fim, aplica-se o DCPM

seguido de projeção inversa, o qual os autores chamaram de tensor product method

(TPM).

Existem duas diferenças principais entre o TPM e a PCA. A primeira é que o

TPM usa a decomposição de Cholesky para encontrar a matriz de transformação

que diagonaliza a matriz de covariância. A transformação de Cholesky é dada por:

LTL = Σ (5.16)
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onde L é uma matriz triangular superior, para um caso bidimensional temos:

L =

[
Σ

1/2
11 Σ12/Σ

1/2
11

0 (Σ22 − Σ2
12/Σ11)1/2

]
(5.17)

e definindo a matriz de transformação A = LT :

y = A−1(x− µ), logo x = Ay + µ (5.18)

Após a transformação de variáveis, o método DCPM é aplicado para obtenção

dos pesos e abcissas. Cabe lembrar que, a transformação de Cholesky também faz

com que a matriz de covariância fique unitária. Já a PCA resolve um problema de

autovalor/autovetor e não se preocupa em tornar a matriz de covariância unitária.

A segunda diferença é que os pesos da quadratura são recalculados, posterior-

mente, a partir da solução de um sistema de equações lineares para um certo conjunto

de momentos multivariados especificado:

µk1,k2,...,kh =
N∑
i=1

xk11i
xk22i

...xkhhi ωi (5.19)

onde os momentos µk1,k2,...,kh e as abscissas x são conhecidas e os pesos ωi são cal-

culados pela solução do sistema linear. Devido a isso, o TPM consegue reproduzir

acuradamente todos os momentos usados para determinar os pesos da quadratura,

conseguindo, dessa forma, resultados iguais ou melhores que a PCA. FOX [209]

também comentou que o TPM, por usar decomposição de Cholesky, é mais robusto

que a PCA. Uma desvantagem do TPM é que em alguns casos pode-se encontrar

pesos negativos a partir da solução do sistema linear. Obviamente, isso não seria

fisicamente plauśıvel.

5.6 Análise de Componentes Independentes

O método de análise de componentes independentes (Independent Component Analy-

sis - ICA) é uma técnica estat́ıstica usada para transformar linearmente um vetor

de variáveis aleatórias, medições, ou sinais, para um novo sistema cujas coordenadas

sejam, no maior grau posśıvel, estatisticamente independentes entre si. Apesar do

ICA ter sido definido primeiramente por HERAULT e JUTTEN [221] e já ter sido

usado em alguns trabalhos, como, por exemplo, em CARDOSO [222], uma defini-

ção mais ampla do conceito de ICA foi apresentada primeiramente por COMON

[223] com o uso de ferramentas provenientes da teoria de informação, como o prin-

ćıpio de informação mútua e entropia. O método de ICA também está intimamente
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relacionado com um outro método estat́ıstico conhecido como busca por projeção

(projection pursuit) [224] definido inicialmente por FRIEDMAN e TUKEY [225].

Um exemplo clássico da aplicação da ICA é resolver o problema conhecido como

separação de fontes desconhecidas (Blind Source Separation, BSS), ou seja, quando

não se tem informação alguma a respeito das fontes individuais ou mesmo da quan-

tidade de fontes, mas somente se conhece diversos sinais contendo as informações

de todas as fontes sobrepostas [226]. Por exemplo, temos o “cocktail party” que é o

problema de separar os sinais sonoros individuais das fontes a partir da informação

obtida por um conjunto de microfones em uma sala com muitas pessoas falando si-

multaneamente (fontes). Outros exemplos bem conhecidos da aplicação da ICA são

na análise de dados de sinais cerebrais gravados por múltiplos sensores, interferên-

cia de sinais de rádio em aparelhos da telefonia celular, séries de dados obtidos ao

mesmo tempo mas em diferentes localizações de processos industriais, entre outros.

O método ICA considera que o vetor de observações, x, pode ser uma mistura

linear de um vetor de componentes independentes ou variáveis latentes (não dire-

tamente observáveis) não conhecidas, s, e uma matriz de mistura, M, também não

conhecida. Assim, utilizando variáveis com média nula, isto é, x̃ = x − µ, pode-se

escrever x̃ = Ms e, portanto, s = Sx̃ onde S = M−1 é a matriz que separa as com-

ponentes independentes. O objetivo da ICA é encontrar a matriz de separação S que

torna as componentes do vetor de variáveis s o mais independente posśıvel entre si.

As componentes independentes são também chamadas de fatores ou fontes na área

de separação de sinais. Uma definição mais rigorosa da ICA pode ser encontrada

em HYVÄRINEN e OJA [227].

A ICA pode ser vista como uma extensão da PCA, pois usa um critério mais

forte que a simples descorrelação dos dados usada pela PCA. A correlação é uma

medida do relacionamento linear entre duas variáveis. Dizemos que x1 e x2 são

descorrelacionadas se, e somente se, a covariância entre essas variáveis for nula, ou

seja, cov(x1, x2) = 0. Contudo, cov(x1, x2) = 0 não implica na independência entre

x1 e x2, embora o inverso seja verdade. Duas variáveis aleatórias quaisquer, x1 e x2,

são ditas independentes se a informação sobre o valor de x1 não fornece informação

alguma sobre o valor da variável x2, e vice-versa. A independência entre variáveis

pode ser definida através da função densidade de probabilidade (Probability Density

Functions - PDF). Seja f(x1, x2) a função densidade de probabilidade conjunta de

duas variáveis aleatórias x1 e x2, então a função f1(x1), que é chamada de função

densidade de probabilidade marginal de x1, é definida por:

f1(x1) =

∫
f(x1, x2) dx2 (5.20)

e de forma similar para f2(x2). Assim, x1 e x2 serão independentes se, e somente se,

61



a PDF que representa as variáveis puder ser fatorada da seguinte maneira:

f(x1, x2) = f1(x1)f2(x2) (5.21)

Esta definição pode ser estendida para um número h de variáveis aleatórias com

uma PDF multidimensional sendo representada pelo produto de h PDFs marginais.

Considerando o caso bidimensional, o significado da independência pode ser

entendido a partir do cálculo da expectativa (média) do produto das funções

h1(x1)h2(x2):

E {h1(x1)h2(x2)} =

∫ ∫
h1(x1)h2(x2)f(x1, x2) dx1dx2

=

∫
h1(x1)f1(x1) dx1

∫
h2(x2)f2(x2) dx2

= E {h1(x1)}E {h2(x2)}

(5.22)

A Equação 5.22 mostra claramente que a correlação entre as variáveis é nula

pois cov(x1, x2) = E {x1x2} − E {x1}E {x2}. Assim, se um conjunto de dados

for independente é posśıvel afirmar que é também descorrelacionado, porém o con-

trário nem sempre é verdadeiro. Além disso, usando a Equação 5.22, temos que

E
{
xk11 x

k2
2

}
= E

{
xk11

}
E
{
xk22

}
, isto é, µk1,k2 = µk1,0µ0,k2 , o que não ocorre para

os momentos de ordem acima de 2 se as variáveis são apenas descorrelacionadas.

Nota-se que a expressão dos momentos mistos obtidos pelo produto dos momentos

puros permite transformar o problema de determinação de uma quadratura multi-

dimensional em um produto cartesiano de quadraturas unidimensionais, ou seja, é

o caso onde o DCPM funciona perfeitamente.

O objetivo da ICA é maximizar algum critério ou medida da independência

dos dados e, ao contrário da PCA, procura por direções que não necessariamente

precisam ser ortogonais entre si. O critério de independência das variáveis está

associado à não-Gaussianidade da distribuição nas novas coordenadas, ou seja, ao

quanto ela é distante de uma distribuição do tipo Gaussiana. A não-Gaussianidade

de uma distribuição pode ser medida através de estat́ısticas de ordem superior a 2,

as quais são nulas para as distribuições Gaussianas.

A relação entre independência das variáveis e não-Gaussianidade, assim como

uma fundamentação teórica mais detalhada de ICA pode ser encontrada no Apêndice

C. Entretanto, ela pode ser analisada através do teorema do limite central, que

diz que a distribuição da soma de variáveis aleatórias tende a uma distribuição

Gaussiana sob certas condições [227]. Isto implica que qualquer combinação linear

de variáveis aleatórias tem uma distribuição mais próxima da Gaussiana do que as

variáveis originais. Assim, o critério de busca das componentes independentes deve
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maximizar a não-Gaussianidade da distribuição nas novas coordenadas [227]. Por

outro lado, isto indica que a ICA não é aplicável se a distribuição for Gaussiana. Mais

especificamente, COMON [223] mostrou que a condição necessária para a aplicação

da ICA é que a distribuição não pode ser Gaussiana a não ser em, no máximo, uma

das componentes independentes.

Para o leitor não familiarizado com os conceitos de teoria da informação, cu-

mulantes, curtose, entropia, negentropia e branqueamento de dados recomenda-se

fortemente a leitura do Apêndice C para facilitar o entendimento das próximas se-

ções.

5.6.1 Algoritmos de ICA

Os métodos de ICA podem ser aplicados diretamente a um conjunto de dados ou aos

cumulantes obtidos a partir destes dados ou das distribuições de probabilidade dos

mesmos. COMON [223] fez uma comparação entre estas duas estratégias de ICA.

Basicamente, a escolha por uma ou outra destas estratégias é devida a especificidades

do problema. Para problemas com um número elevado de dados, o uso de métodos

baseados em estat́ısticas pode ser mais atrativo do ponto de vista computacional,

pois a quantidade necessária de cálculos nesses métodos pode se tornar menor.

Quando a ICA é aplicada diretamente aos dados, o procedimento consiste em

aplicar transformações lineares sucessivas no conjunto de dados até que algum crité-

rio de independência seja atingido. Obviamente, este processo é iterativo. Na outra

estratégia, o conjunto de dados é usado para calcular os seus cumulantes uma única

vez. Posteriormente, resolve-se o problema de ICA usando estas estat́ısticas, sem

ser necessário acessar novamente o conjunto de dados.

Dentre as metodologias que aplicam ICA diretamente sobre um conjunto de

dados destaca-se o algoritmo FastICA (Fixed-point algorithm for ICA) [228]. Já

dentre os métodos baseados em estat́ısticas podem-se destacar os métodos JADE

(Joint Approximate Diagonalization of Eigen-matrices), SHIBBS (SHIfted Blocks

for Blind Separation)[229, 230] e o método CuBICA [231].

Independentemente de qual tipo de algoritmo é usado, eles necessitam de uma

etapa de pré-processamento no qual os dados são centrados (centering), branqueados

(whitening ou sphering) e, dependendo da análise, também pode ser necessária uma

redução de dimensão, visando simplificar ou reduzir a complexidade do problema

para a aplicação do algoritmo de ICA. A operação usada para centralizar o con-

junto de momentos já foi detalhada na Seção 5.4.1. O branqueamento significa uma

transformação dos dados ou suas estat́ısticas tal que a variância se torne unitária. O

branqueamento, com uma posśıvel redução dimensional, é geralmente feita usando

a SVD e a transformada de Hotteling (PCA), ou seja (ver Apêndice C.4 para mais
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detalhes):

W = HT D̄
−1/2

H (5.23)

Para casos em que somente os momentos da distribuição são conhecidos, e não

a distribuição propriamente dita, os métodos baseados em estat́ısticas são os únicos

que podem ser aplicados. Isto acontece para a aplicação de interesse desse trabalho,

que é encontrar uma discretização para uma função de distribuição multivariada,

conhecendo somente seus momentos. O método JADE e o CuBICA serão descritos

em maiores detalhes a seguir.

Os métodos JADE e CuBICA

O JADE [229] é um método que busca por componentes independentes usando a

função contraste (ver Seção C.5 para detalhes) definida por:

ΨJADE(Q) =
h∑

i,k,l=1

K2
ziikl

(5.24)

ou seja, usa o cumulante de quarta ordem calculado para z, que é obtido do vetor

de variáveis branqueadas pela transformação ortogonal Q, z = Qb.

Já o método CuBICA [231] considera as estat́ısticas de terceira e quarta ordem

na formulação de sua função contraste, sendo dada por:

ΨCuBICA(Q) =
1

3!

h∑
i=1

K2
ziii

+
1

4!

h∑
i=1

K2
ziiii

(5.25)

Os métodos JADE e CuBICA aplicados a um conjunto de dados podem ser

descrito em alguns passos:

1. Calcular a matriz de branqueamento W onde as matrizes H e D são obtidas

usando a decomposição em valores caracteŕısticos da matriz de covariância

Σ, e aplicar a transformação de branqueamento sobre o conjunto de dados

centrados x̃ para obter os dados brancos, b = Wx̃;

2. Calcular o conjunto de cumulantes dos dados branqueados e as matrizes carac-

teŕısticas. O método JADE necessita somente do cumulante de quarta ordem,

já o método CuBICA necessita do cumulante de terceira ordem também.

3. Otimizar a função de contraste correspondente ao método. Isto implica em en-

contrar uma matriz de rotação ortonormal R tal que as matrizes caracteŕısticas

do tensor de cumulantes sejam diagonalizadas simultaneamente.

4. Calcular a matriz de separação S = RW e, finalmente, estimar as compo-

nentes independentes com s = Sx̃ = Rb = RW−1x̃. Cabe notar que não há
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necessidade de calcular a inversa da matriz de branqueamento W uma vez que

W−1 = HT D̄
1/2

H.

A etapa 3 pode ser vista como um problema de diagonalização simultânea de

várias matrizes ou como a diagonalização de um tensor de ordem maior que 2, sendo

conhecido na literatura como diagonalização conjunta (joint diagonalization). Os

métodos JADE e CuBICA otimizam suas funções contraste usando uma genera-

lização do método de Jacobi (Apêndice C.6) ao invés de empregar algoritmos de

otimização baseados em gradientes [230].

A aplicação da ICA para a obtenção de uma quadratura multidimensional a

partir dos momentos de uma distribuição faz parte do desenvolvimento feito durante

este trabalho e será discutido posteriormente no Caṕıtulo 6.

5.7 Método dos Momentos Condicionais

O método dos momentos condicionais (Conditional Method of Moments - CMoM)

foi proposto no trabalho de CHENG e FOX [152]. O método foi usado para a inver-

são de momentos bivariados calculados pelo QMoM, originando o método chamado

CQMoM (Conditional Quadrature Method of Moments). No trabalho original, o mé-

todo foi usado para resolver um problema de nano-precipitação. Mais recentemente

o método foi usado também no trabalho de YUAN e FOX [153].

No CQMoM, a função densidade de probabilidade multivariada (conjunta) passa

a ser dada pelo produto de distribuições monovariadas. Isto é posśıvel usando o

conceito de distribuições condicionadas. Por exemplo, uma distribuição bivariada é

expandida da seguinte forma:

f(x, y) = f(x)f(y|x) =
N∑

i,j=1

wiw̃ijδ(x− xi)δ(y − yij) (5.26)

onde f(x) representa a distribuição marginal de x e f(y|x) a distribuição condicional

de y dado x. Dessa forma, pode-se escolher uma das variáveis para ser a variável

independente, geralmente a que necessita de mais pontos de quadratura, e a outra

passa a ser a variável condicionada. No caso geral, uma distribuição multivariada

com dimensão h passa a ser dada pelo produto de uma distribuição marginal com

h− 1 distribuições condicionadas.

Os momentos condicionados são obtidos a partir da distribuição condicionada.

Por exemplo, o momento condicional de y de uma dada ordem l é definido como

sendo:

〈yl〉(x) ≡
∫
ylf(y|x) dy (5.27)
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O método para se encontrar os pesos e abscissas a partir de um conjunto de

momentos bivariados, µkl, pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Dados os valores dos momentos µk0 = 〈xk〉 para k = 0, . . . , 2N − 1, usa-se o

algoritmo PD para encontrar {wi, xi} para i = 1, . . . , N .

2. Para cada l = 0, . . . , 2N − 1 deve-se encontrar o valor de 〈yl〉i resolvendo-se o

sistema linear dado por µkl = 〈xkyl〉 =
∑N

i=1 wix
k
i 〈yl〉i para k = 0, . . . , N − 1.

Por exemplo, para l = 1 e N = 3, gera-se o seguinte sistema linear:
w1 w2 w3

w1x1 w2x2 w3x3

w1x
2
1 w2x

2
2 w3x

2
3



〈y1〉1
〈y1〉2
〈y1〉3

 =


µ01

µ11

µ21

 (5.28)

que é resolvido para se obter os valores dos momentos condicionais 〈yl〉i. Visto

que 〈yl〉i é um momento condicionado, tem-se que os valores de 〈y0〉i = 1, ∀i.

3. Para cada i, usa-se o algoritmo PD para inverter os momentos condicionais

〈yl〉i para l = 0, . . . , 2N − 1, a fim de encontrar {w̃ij, yij}.

Os momentos originais podem ser reconstrúıdos usando a seguinte equação:

µkl =
N∑

i,j=1

wiw̃ijx
k
i y

l
ij (5.29)

O seguinte conjunto de momentos condicionados, 〈y〉 , é necessário para a apli-

cação de uma discretização de Nx pontos na direção x, independente, e Ny pontos

na direção y, condicionada:

〈y〉i = {1, 〈y1〉i, 〈y2〉i, . . . , 〈y2Ny−1〉i}, i = 0, . . . , Nx − 1 (5.30)

Por exemplo, a aplicação do método CQMoM para o caso de Nx = Ny = 3, sendo

x a direção independente e y a condicionada, gera o seguinte conjunto de momentos

condicionados: {1, 〈y1〉1, 〈y2〉1, 〈y3〉1, 〈y4〉1, 〈y5〉1}, {1, 〈y1〉2, 〈y2〉2, 〈y3〉2, 〈y4〉2,

〈y5〉2} e {1, 〈y1〉3, 〈y2〉3, 〈y3〉3, 〈y4〉3, 〈y5〉3}.
Como se pode perceber, para a colocação de 3 pontos de quadratura em cada

direção existe a necessidade de um conjunto de 21 momentos, ou seja, 2Nx+Nx(2Ny−
1) = 21, onde Nx e Ny representam a quantidade de pontos de quadratura na direção

x e y, respectivamente. Uma outra questão a se observar é que esta é a mesma

quantidade de momentos usados pelos métodos PCA e ICA para colocação de 3

pontos de quadratura em cada uma das direções. No entanto, os métodos de PCA

e ICA necessitavam todos os momentos até 5ª ordem, já o CQMoM não necessita
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Tabela 5.1: Conjunto de momentos bivariados necessários para uma discretização de 3
pontos de quadratura em cada direção.

HHH
HHHk

l
0 1 2 3 4 5

0 µ00 µ01 µ02 µ03 µ04 µ05

1 µ10 µ11 µ12 µ13 µ14 µ15

2 µ20 µ21 µ22 µ23 µ24 µ25

3 µ30

4 µ40

5 µ50

de todo o conjunto de momentos até 5ª ordem, mas de dois momentos de 6ª ordem

e um de 7ª ordem, como pode ser visto na Tabela 5.1.
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Caṕıtulo 6

Desenvolvimento do Trabalho

As etapas elaboradas para o desenvolvimento do trabalho são apresentadas na Seção

6.1. Depois, na Seção 6.2, são discutidos os desenvolvimentos feitos no que tange

à inversão de momentos multivariados. Posteriormente, são apresentados alguns

métodos para a solução da PBE, entre eles, a extensão do método DuQMoGeM para

o caso bivariado (Seção 6.3), a derivação do DQMoM usando a formulação peso

abscissa pura (Seção 6.4) e, por fim, o método DQMoM-FC usando a formulação

peso-abscissa generalizado para o caso multivariado e momentos de ordem arbitrária

(Seção 6.5). Após isso, na Seção 6.6, foi detalhada a modelagem para as frequên-

cias de quebra e agregação usadas neste trabalho e sua extensão para simulações

de escoamentos polidispersos multivariados. Na sequência, apresenta-se a modela-

gem de turbulência implementada e usada na simulações (Seção 6.7) e, finalmente,

é fornecida uma visão geral de como está a estrutura do código dispońıvel (Seção

6.8).

6.1 Etapas do Desenvolvimento

A fim de se alcançar os objetivos pretendidos, foi necessário o estudo de vários

aspectos relacionados à modelagem e à solução de problemas de balanço populacional

multivariado e escoamentos multifásicos. Dessa forma, pode-se distinguir quatro

etapas igualmente importantes e necessárias para o desenvolvimento do trabalho.

6.1.1 Modelagem e Solução de Problemas de Balanço Po-

pulacional

Nesta etapa, o foco principal foi desenvolver, implementar e testar métodos para

solução de problemas de balanço populacional multivariado. Os métodos DuQ-

MoGeM, DQMoM e DQMoM-FC foram avaliados como posśıveis candidatos para

resolver problemas de balanço populacional multivariado e heterogêneo.
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Outra questão explorada foi a modelagem da interação part́ıcula-part́ıcula. Al-

guns modelos para quebra e coalescência de gotas foram propostos na literatura

recente [2]. Esses modelos foram estendidos, implementados e avaliados em proble-

mas de balanço populacional homogêneo e heterogêneo.

6.1.2 Solução de Escoamentos Multifásicos

Avaliou-se posśıveis melhorias e extensões em códigos de CFD para escoamentos

multifásicos atualmente dispońıveis no OpenFOAM. Algumas questões realizadas

durante este trabalho referem-se à modelagem da turbulência e das forças inter-

faciais. Também esmerou-se em buscar métodos para aumentar a estabilidade e a

robustez do código, entre os quais: (i) a solução acoplada das equações de transporte

para peso e abscissa; (ii) o uso de uma sub-escala própria de tempo para resolver as

equações de transporte das variáveis do balanço populacional (sub-cycling); (iii) o

uso do método SVD (Apêndice D) para resolver o sistema linear do DQMoM e do

DQMoM-FC.

6.1.3 Acoplamento PB-CFD

A modelagem multi-fluido apresentada na Seção 2.2.1 necessita da informação do

diâmetro de part́ıcula e da fração de fase, ambas obtidas da solução do balanço

populacional. Tomando-se o volume da part́ıcula, v, como propriedade interna da

PBE, a discretização fornecida pelos métodos baseados em momentos provê dire-

tamente a informação necessária para o fechamento do equacionamento multifásico

multi-fluido. Neste caso, a fração de cada fase dispersa, rα, é dada pelo produto do

peso com a abscissa e o somatório das mesmas corresponde a fração total de fase

dispersa, rd:

rd =
N∑
α=1

rα; rα = wαvα (6.1)

Sob a hipótese de part́ıculas esféricas, o diâmetro é obtido diretamente do valor

da abscissa:

dα =

(
6 vα
π

)1/3

(6.2)

Por outro lado, o acoplamento entre balanço populacional multivariado, quando

resolvido por métodos baseados em momentos, e CFD apresenta uma dificuldade

adicional que consiste no problema da inversão de momentos multivariados. Este

problema continua em aberto na literatura. Durante o desenvolvimento da pesquisa

foram elaborados novos métodos voltados à solução desse problema.
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6.1.4 Estruturação de Código

Para que seja fact́ıvel um acoplamento PB-CFD mais abrangente, isto é, de modo

que seja posśıvel escolher, em tempo de execução, diferentes métodos para a so-

lução da PBE, resolver problemas de balanço populacional de dimensão arbitrária

(h-variados), usar diferentes modelos de turbulência, entre outras, é indispensável

organizar o código na forma de classes existentes na linguagem de programação

C++. Esta estrutura permite um melhor controle do fluxo de dados entre diferentes

partes do código, dando flexibilidade e facilitando a extensão do solver.

6.2 Inversão de Momentos Multivariados

As seções a seguir descrevem alguns avanços referentes à inversão de momentos

multivariados.

6.2.1 Inversão de Momentos Multivariados usando ICA

A aplicação da ICA para obtenção da quadratura multidimensional é, em essência,

similar ao procedimento usado pela PCA.

A partir do conhecimento dos momentos da função distribuição, os métodos

JADE e CuBICA podem ser aplicados de forma similar à discutida na Seção 5.6.1.

O procedimento é apresentado a seguir:

1. Usar os momentos de primeira e segunda ordem para montar a matriz de

covariância.

2. Calcular a decomposição em valores singulares (Apêndice D) da matriz de

covariância e obter a matriz de branqueamento W = HT D̄
−1/2

H.

3. Aplicar a transformação de branqueamento sobre os momentos. Ver o Apên-

dice C.4 para maiores detalhes.

4. Usar os momentos branqueados para calcular os tensores de cumulantes e suas

respectivas matrizes caracteŕısticas.

5. Encontrar uma matriz de rotação ortonormal R tal que as matrizes carac-

teŕısticas dos tensores de cumulantes sejam simultaneamente diagonalizadas.

Dessa forma, é necessária a diagonalização das matrizes caracteŕısticas do ten-

sor de cumulante de quarta ordem no caso da JADE, e de terceira e quarta

ordem no caso da CuBICA.

6. Calcular a matriz de separação S = RW e usá-la para rotacionar o conjunto

de momentos necessários. Esse novo conjunto de momentos está nas direções
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da ICA, ou seja, nas direções que são o máximo independentes posśıvel do

ponto de vista do critério usado pela JADE ou pela CuBICA.

A matriz de separação obtida pela ICA, S, transforma os tensores de momentos

de um sistema de coordenadas, x, para um novo sistema de coordenadas, y. É nesse

novo sistema de coordenadas que é aplicado o DCPM para obter os pesos e abscissas

da quadratura em cada uma das h variáveis, usando-se somente os momentos puros.

As abscissas são transformadas de volta para o sistema de coordenadas original

usando projeção inversa, que no caso da ICA é dada por:

x = W−1RTy + µ (6.3)

Não existe garantia de que a transformação obtida pela ICA linear produza novas

variáveis totalmente independentes. Na verdade, o método se propõe em minimizar a

dependência entre as variáveis de acordo com uma certa métrica bem definida, sendo,

dessa forma, um método mais robusto e elaborado que a PCA. Uma limitação da

versão de ICA apresentada é assumir uma transformação linear. Contudo, a ICA

vem recebendo bastante atenção recentemente, principalmente na área da engenharia

elétrica, e muitas versões de ICA não-lineares já foram reportadas [219, 232–234].

Basicamente, a ideia do ICA não-linear é permitir o uso de uma transformação não-

linear entre as variáveis y e x. Essas novas versões de ICA poderiam ter sido melhor

exploradas no âmbito desse trabalho, porém, não foram abordadas.

6.2.2 Inversão de Momentos usando Combinação de Méto-

dos e Refinamento de Solução

Os métodos PCA e ICA possuem ideias similares, que consistem em encontrar um

novo sistema de coordenadas que torne as variáveis descorrelacionas ou indepen-

dentes, respectivamente. O CQMoM, por outro lado, é aplicado diretamente nas

variáveis originais. Contudo, ele também poderia se beneficiar dessa transformação

de coordenadas, onde as variáveis são mais independentes entre si do que no sis-

tema de coordenadas original. Assim, os métodos PCA-CQMoM e ICA-CQMoM

foram desenvolvidos combinando-se a PCA com CQMoM e a ICA com CQMoM,

respectivamente.

Para tal, o primeiro passo consiste em se aplicar a transformação de coordenadas

dada pela PCA ou pela ICA nos momentos da distribuição. Em seguida, aplica-se o

CQMoM nesses momentos transformados para obtenção dos pesos e abscissas. Por

fim, usa-se a projeção inversa para voltar as abscissas ao sistema de coordenadas

originais.

Por fim, um refinamento da solução obtida por esses métodos poderia ser con-
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seguida usando otimização. A obtenção de solução usando otimização apresenta

um custo computacional elevado, principalmente quando existe a necessidade de se

usar algoritmos de otimização global e o acoplamento com códigos CFD. Contudo,

a técnica pode ser particularmente útil quando usada na obtenção de uma condi-

ção inicial e de contorno para métodos de momentos diretos, como por exemplo, o

DQMoM e o DQMoM-FC.

6.3 Solução da PBE usando o DuQMoGeM

No DuQMoGeM considera-se uma famı́lia de polinômios ortogonais para aproxi-

mar a função densidade de probabilidade [147]. Dessa forma, para uma famı́lia de

polinômios φi tem-se:

(φi, φj)dλ̄(x) ≡
∫ xmax

0

φi(x)φj(x)ω(x)dx = δij‖φi‖2
dλ̄(x) (6.4)

sendo que xmax é o valor máximo posśıvel da coordenada interna, podendo ser um

valor finito ou infinito (xmax ≤ ∞), e a função densidade de probabilidade monova-

riada, f(x, t), é expandida como:

f(x, t) = ω(x)
∞∑
i=0

ciφi(x) (6.5)

e o coeficiente da aproximação funcional é dado por:

ci =
1

‖φi‖2
dλ̄(x)

∫ xmax

0

φi(x)f(x)dx =
(φi, 1)dλ(x)

‖φi‖2
dλ̄(x)

=
µ

(φ)
i

‖φi‖2
dλ̄(x)

(6.6)

com as seguintes medidas dλ(x) = f(x)dx, dλ̄(x) = ω(x)dx e ω(x) é a função peso

[147].

Dessa forma, o momento generalizado µ
(φ)
i , associado ao polinômio de grau i, é

proporcional ao coeficiente ci da aproximação funcional.

Para o caso homogêneo, a seguinte equação de reśıduos ponderados pode ser

escrita para uma PBE monovariada considerando-se os fenômenos de agregação,

quebra e um termo fonte S(x, t) qualquer:

R(x, t; f) ≡ ∂f(x, t)

∂t
+Ha(x, t) +Hb(x, t)− S(x, t) = 0 (6.7)

A partir da formulação de Galerkin de reśıduos ponderados e momentos genera-

lizados, os coeficientes da aproximação de f(x, t) usando N termos são dados por
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[147]:

‖φk‖2
dλ̄(x)

dck
dt

+
N−1∑
i,j=0

Akijcjci +
N−1∑
i=0

Lkici = Sk (6.8)

onde, para propriedades internas aditivas, tem-se que:

Akij =

∫ xmax

0

∫ xmax

0

[
φk(x)− 1

2
φk(x+ x′)

]
a(x, x′)φi(x)φj(x

′)ω(x)ω(x′)dxdx′ (6.9)

Lki =

∫ xmax

0

[
φk(x)− ϑ(x)Πφ

k(x)
]
b(x)φi(x)ω(x)dx (6.10)

Sk =

∫ xmax

0

φk(x)S(x, t)dx (6.11)

e

Πφ
k(x, t) =

∫ xmax

0

φk(x
′)P (x′ | x, t) dx′ =

∫ x

0

φk(x
′)P (x′ | x, t) dx′ (6.12)

O método DuQMoGeM baseado na formulação de Galerkin de reśıduos pondera-

dos e momentos generalizados permite usar diferentes regras de quadraturas. Uma

regra de quadratura de alta acurácia pode ser usada para calcular as integrais neces-

sárias para o fechamento do sistema de equações de momentos generalizados (termos

fontes, Equações 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12) e uma outra quadratura de Gauss-Christoffel

pode ser usada para discretizar a função distribuição [147]. Dessa forma, a acurácia

associada à resolução dos momentos da distribuição é completamente independente

da discretização usada para representar a função distribuição.

A aplicação do DuQMoGeM para resolver uma PBE multivariada é feita de

forma similar àquela descrita para o caso monovariado. Por exemplo, para uma

PBE bivariada, tem-se:

R(x, y, t; f) ≡ ∂f(x, y, t)

∂t
+Ha(x, y, t) +Hb(x, y, t)− S(x, y, t) = 0 (6.13)

onde f(x, y, t) é uma função densidade de probabilidade bivariada, e x e y são

duas propriedades internas compreendidas no intervalo [0, xmax) e [0, ymax), respec-

tivamente, sendo que os xmax e ymax podem assumir valores finitos ou infinitos

({xmax, ymax} ≤ ∞).

Usando uma aproximação funcional para f dada por:

f(x, y, t) = ω(x)ω̃(y)
∞∑
i=0

∞∑
j=0

cijφi(x)φ̃j(y) (6.14)

cij =
(φiφ̃j, 1)dλ(x,y)

‖φi‖2
dλ̄(x)
‖φ̃j‖2

dλ̄(y)

=
µ

(φ,φ̃)
ij

‖φi‖2
dλ̄(x)
‖φ̃j‖2

dλ̄(y)

(6.15)

a aplicação do DuQMoGeM origina a seguinte equação para evolução dos coeficien-

73



tes:

‖φk‖2
dλ̄(x)‖φ̃l‖

2
dλ̄(y)

dckl
dt

+
N−1∑

i,j,p,q=0

Aklijpqcijcpq +
N−1∑
i,j=0

Lklijcij = Skl (6.16)

Os operadores de agregação, quebra e o termo fonte são dados por:

Aklijpq =

∫ ymax

0

∫ xmax

0

∫ ymax

0

∫ xmax

0

[
φk(x)φ̃l(y)− 1

2
φk(x

′ + x)φ̃l(y
′ + y)

]
× a(x, y, x′, y′)ω(x)ω̃(y)φi(x)φ̃j(y)

× ω(x′)ω̃(y′)φp(x
′)φ̃q(y

′) dx dy dx′ dy′

(6.17)

Lklij =

∫ ymax

0

∫ xmax

0

b(x, y)
[
φk(x)φ̃l(y)− ϑ(x, y)Π

(φ,φ̃)
kl (x, y)

]
× ω(x)ω̃(y)φi(x)φ̃j(y) dx dy

(6.18)

Skl =

∫ ymax

0

∫ xmax

0

φk(x)φ̃l(y)S(x, y, t) dx dy (6.19)

e

Π
(φ,φ̃)
kl (x, y, t) =

∫ y

0

∫ x

0

φk(x
′)φ̃l(y

′)P (x′, y′ | x, y, t) dx′ dy′ (6.20)

Como se pode perceber, os operadores de agregação e quebra possuem dimensão

3h e 2h, respectivamente, sendo h o número de propriedades internas. Os polinômios

φ e φ̃ são duas famı́lias de polinômios ortogonais no produto interno com seus pesos

ω e ω̃, respectivamente. Sem perda de generalidade pode-se também usar a mesma

famı́lia de polinômios ortogonais para ambas as variáveis internas.

As integrais que aparecem nos operadores de agregação, quebra, termo fonte

(S) e o operador de probabilidade de quebra podem ser calculados usando rotinas

de integração adaptativa, tendo-se em mãos um critério que permite resolver estes

termos com maior ou menor acurácia. Isto mostra que se tem um controle da

acurácia com que o termo fonte da PBE é resolvido.

6.4 Solução da PBE usando o DMoM

Usando o método DQMoM [142] a função distribuição é aproximada por uma ex-

pansão funcional dada pelo somatório de funções delta de Dirac:

f(x) =
N∑
α=1

wα

h∏
j=1

δ(xj − xj,α) (6.21)

para os pesos wα e abscissas xα.

O uso do DQMoM para simulações de escoamentos polidispersos já foi feita no
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trabalho de SILVA e LAGE [9]. Para tal, foi usada a formulação peso e abscissa

ponderada, onde a abscissa ponderada é dada por ςα = wαxα. O termo difusivo

da PBE foi ignorado. De fato, a maioria dos trabalhos encontrados na literatura

consideram essa formulação. Contudo, existem algumas vantagens em se usar a

formulação peso e abscissa pura, por exemplo, em casos de domı́nio vazio ou em

casos que surgem regiões onde não existe fase dispersa. Da mesma forma, existem

alguns casos onde o termo difusivo deve ser considerado para uma descrição mais

coerente do problema. Assim, serão apresentadas aqui algumas etapas da dedução

das equações do DQMoM para a formulação peso e abscissa pura considerando o

termo difusivo da PBE.

Considerando-se a PBE dada pela Equação 3.3 para um caso monovariado e

com difusão isotrópica e independente da propriedade interna, após a substituição

da Equação 6.21 e simplificar e rearranjar os termos, chega-se em:

N∑
α=1

δ(x− xα)Aα −
N∑
α=1

δ′(x− xα)wαBα −
N∑
α=1

δ′′(x− xα)wαDzCα = H(x, z,Y, t)

(6.22)

onde as seguintes parcelas são definidas:

∂wα
∂t

+∇ · [uαwα]−∇ · [Dz∇wα] = Aα (6.23)

∂xα
∂t

+∇ · [uαxα]− xα∇ · uα −∇ · [Dz∇xα]− 2Dz

wα
∇xα · ∇wα = Bα (6.24)

∇xα · ∇xα = Cα (6.25)

Aplicando o operador momento na Equação 6.22 e usando as propriedades da

função delta de Dirac, chega-se ao seguinte sistema linear de equações para um

conjunto de 2N momentos (k = 0, . . . , 2N − 1):

N∑
α=1

xkαAα + k

N∑
α=1

wαx
k−1
α Bα = k(k − 1)Dz

N∑
α=1

wαx
k−2
α Cα +H

(N)

k (6.26)

No DQMoM, o termo H
(N)

k é calculado usando uma quadratura de ordem N .

Para o caso de agregação e quebra de part́ıculas chega-se a:

H
(N)

k =

∫ ∞
0

xkH(x, z,Y) dx

=
1

2

N∑
α=1

N∑
β=1

[
(xα + xβ)k − xkα − xkβ

]
a(xα, xβ)wαwβ

+
N∑
α=1

b(xα)wα
[
ϑ(xα)Πk(xα)− xkα

]
(6.27)
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Πk(xα) =

∫ xα

0

xkP (x | xα) dx (6.28)

De forma similar, as seguintes equações de transporte são obtidas para os pesos

e abscissas da quadratura no caso bivariado (h = 2):

∂wα
∂t

+∇ · [uαwα]−∇ · [Dz∇wα] = Aα (6.29)

∂xα
∂t

+∇ · [uαxα]− xα∇ · uα −∇ · [Dz∇xα]− 2Dz

wα
∇xα · ∇wα = Bx

α (6.30)

∂yα
∂t

+∇ · [uαyα]− yα∇ · uα −∇ · [Dz∇yα]− 2Dz

wα
∇yα · ∇wα = By

α (6.31)

Os termos fontes das equações de transporte são determinados pela solução do

sistema linear:

N∑
α=1

xkαy
l
αAα + k

N∑
α=1

wαx
k−1
α ylαB

x
α + l

N∑
α=1

wαx
k
αy

l−1
α By

α =

2 k l Dz

N∑
α=1

wαx
k−1
α yl−1

α ∇xα · ∇yα

+ k(k − 1)Dz

N∑
α=1

wαx
k−2
α ylα∇xα · ∇xα

+ l(l − 1)Dz

N∑
α=1

wαx
k
αy

l−2
α ∇yα · ∇yα

+H
(N)

kl

(6.32)

e o vetor independente do sistema linear para quebra e agregação é dado por:

H
(N)

kl =
N∑
α=1

wαb(xα, yα)
[
ϑ(xα, yα)Πkl(xα, yα)− xkαylα

]
+

1

2

N∑
α=1

N∑
β=1

wαwβ
[
(xα + xβ)k(yα + yβ)l − xkαylα − xkβylβ

]
a(xα, xβ, yα, yβ)

(6.33)

onde

Πkl(xα, yα) =

∫ xα

0

∫ yα

0

xkylP (x, y | xα, yα) dx dy (6.34)

6.5 Solução da PBE usando o DQMoM-FC

O método DQMoM-FC foi proposto por BUFFO et al. [151] para resolver o problema

do DQMoM [142] não conservar os momentos em simulações envolvendo balanço

populacional heterogêneo. Eles justificaram que o uso de equações de transporte para
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variáveis primitivas, como os pesos e abscissas no caso do DQMoM, não garantem

uma solução no qual os momentos sejam conservados. Este comportamento não-

conservativo dos momentos é observado em casos onde os pesos e abscissas são

inicialmente descont́ınuos no espaço, mesmo no caso do conjunto de momentos ser

realizável de cada lado da descontinuidade [10].

A ideia do DQMoM-FC é reescrever a maneira pela qual os fluxos são avalia-

dos, buscando garantir a conservação de momentos. Isto pode ser conseguido se os

fluxos advectivos e difusivos forem tratados como termos fontes da PBE, ou seja,

diferentemente do DQMoM [9, 142], esses termos não entram implicitamente nas

equações de transporte de pesos e abscissas. Procedendo-se dessa forma, verifica-se

que o balanço de momentos passa a ser satisfeito para um dado volume de controle

qualquer que tenha entrada e sáıda de fase dispersa. Os autores referenciaram o

procedimento colocado em VIKAS et al. [235] para ser usado no cálculo dos fluxos

advectivos de forma a garantir momentos realizáveis.

Neste trabalho, foi deduzida uma versão multivariada do DQMoM-FC em termos

de pesos, w, e abscissas, x, originando o seguinte sistema linear:

N∑
α=1

h∏
i=1

xkii,αAα +
N∑
α=1

h∑
j=1

kjwαx
kj−1
j,α

h∏
i=1
i 6=j

xkii,αBj,α = H
(N)

k − F (N)

k (6.35)

juntamente com as equações de evolução temporal de pesos e abscissas:

∂wα
∂t

= Aα, α = 1, . . . , N (6.36)

∂xj,α
∂t

= Bj,α, j = 1, . . . , h ; α = 1, . . . , N (6.37)

onde k = [k1, . . . , kh]
T é o vetor cujo ı́ndices fornecem a ordem do momento multi-

variado para cada uma das variáveis internas, podendo este ser um número inteiro

ou fracionário. O momento multivariado é dado por:

µk =

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

h∏
j=1

x
kj
j f(x, z, t)dx1 . . . dxh (6.38)

podendo ser aproximado pela seguinte quadratura:

µk ' µ
(N)
k =

N∑
α=1

wα

h∏
j=1

x
kj
j,α =

N∑
α=1

µk,α (6.39)

onde µk,α
.
= wα

∏h
j=1 x

kj
j,α.

O sistema dado pela Equação 6.35 tem posto completo quando s = (h + 1)N
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equações linearmente independentes são fornecidas. Isso equivale a um conjunto de s

momentos da PBE aproximados por uma quadratura de N pontos num espaço com

dimensão h [13, 151]. A escolha do melhor conjunto de momentos para compôr o

sistema linear do DQMoM-FC em casos com h > 2 não é trivial, existindo trabalhos

na literatura que tratam especificamente dessa questão [11].

Os termos H
(N)

k e F
(N)

k são, respectivamente, o momentos de ordem k do termo

fonte relacionado aos processos de interação entre part́ıculas e do termo fonte rela-

cionado à advecção e difusão dos momentos no espaço f́ısico aproximados por uma

quadratura de N pontos.

Considerando os processos de quebra e agregação de part́ıculas para um caso

com dimensão h, tem-se:

H
(N)

k =
N∑
α=1

wα b(xα)

[
ϑ(xα)Πk(xα)−

h∏
i=1

xkii,α

]

+
1

2

N∑
α=1

N∑
β=1

[
h∏
i=1

(xi,α + xi,β)ki −
h∏
i=1

xkii,α −
h∏
i=1

xkii,β

]
a(xα,xβ)wαwβ

(6.40)

onde

Πk(xα) =

∫ xα

0

(
h∏
i=1

xkii

)
P (x | xα) dx (6.41)

A advecção e a difusão dos momentos no espaço f́ısico é dada por:

F
(N)

k = ∇ ·

[
N∑
α=1

uαµk,α

]
−∇ ·

[
D∇µ(N)

k

]
(6.42)

onde uα(z, t) = ud(xα,y(z, t), z, t) é a velocidade de advecção de cada uma das abs-

cissas, que corresponde as velocidades das fases dispersas, α = 1, . . . , N . Assumiu-se

que o coeficiente de difusão, D, é isotrópico e não é função das abscissas x.

A advecção e a difusão dos momentos no espaço f́ısico corresponde aos fluxo dos

mesmos pelas faces das células, fc, podendo ser vista como um processo de injeção

ou extração de part́ıculas num volume de controle definido. Dessa forma, esse fluxo

pode ser calculado em cada uma das células que discretizam o espaço f́ısico usando

o método de volumes finitos convencional. Neste trabalho, por exemplo, usou-se

o método de volumes finitos implementado no software OpenFOAM, detalhado no

trabalho de JASAK [168]. No Apêndice A são dados detalhes de como são avaliados

os diferentes operadores no OpenFOAM. Um momento genérico de dimensão h é

reconstrúıdo nas faces das células usando a discretização em termos de pesos e
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abscissas, ou seja:

F
(N)

k =
∑
fc

(
N∑
α=1

φα,fcwα,fc

h∏
i=1

xkii,α,fc

)
−
∑
fc

DfcSfc ·

(
∇

[
N∑
α=1

wα

h∏
i=1

xkii,α

])
fc

(6.43)

onde φα,fc = uα,fc · Sfc e Sfc é o vetor de área da face fc.

Em problemas envolvendo solução de balanço populacional heterogêneo o sistema

linear dado pela Equação 6.35 deve ser resolvido em cada célula do espaço f́ısico

discretizado em cada passo de tempo.

6.6 Modelagem para a Dispersão, a Quebra e a

Coalescência de Gotas

6.6.1 Modelagem do Coeficiente de Dispersão

Assumindo difusão isotrópica, a modelagem do coeficiente de dispersão de part́ıculas

Dz pode ser dividido em duas parcelas Dz = Dlam
z + Dturb

z , onde Dlam
z corresponde

ao coeficiente de dispersão devido ao movimento Browniano de part́ıculas e Dturb
z é

o coeficiente de dispersão turbulenta de part́ıculas [143, 236, 237]. O coeficiente de

dispersão devido ao movimento Browniano é inversamente proporcional ao tamanho

das part́ıculas, logo, é usualmente desprezado, a menos que o problema envolva

part́ıculas de tamanho muito pequeno, como em processos envolvendo escoamento de

nanopart́ıculas [143]. Já o coeficiente de dispersão turbulenta de part́ıculas existirá

em escoamentos turbulentos e sua modelagem ainda não é muito bem conhecida. A

literatura que trata da modelagem do coeficiente associado à dispersão turbulenta

de part́ıculas ainda é muita escassa. Nos trabalhos existentes, o mais comum é

assumir, por simplicidade, que a dependência do coeficiente de dispersão turbulenta

com relação à propriedade interna é dada pelo número de Schmidt turbulento, Scturb.

Dessa forma, a dispersão turbulenta é relacionada com a viscosidade turbulenta do

escoamento, νturb0 , e o Scturb de acordo com a seguinte relação [237]:

Dturb
z =

Cµ
Scturb

k2
0

ε0
=

νturb0

Scturb
(6.44)

onde, para part́ıculas pequenas que seguem fielmente as linhas de corrente do es-

coamento, geralmente part́ıculas menores que 10µm, tem-se que Scturb ≈ 1. Para

part́ıculas grandes que não seguem exatamente as linhas de corrente do escoamento,

o Scturb assume valores menores que 1, aumentando a dispersão [238, 239].
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6.6.2 Modelagem das Frequências de Quebra e Coalescência

de Gotas

Recentemente, MITRE et al. [2] propuseram novos modelos para a coalescência e

a quebra de gotas de emulsões de água em óleo escoando através de canais com

acidentes. Eles usaram um modelo de balanço populacional homogêneo (modelo

Lagrangeano) para predizer a evolução da distribuição de tamanho de gotas. Os

parâmetros dos modelos propostos foram ajustados usando os dados experimentais

dispońıveis. O modelo proposto para a frequência de coalescência de gotas com

diâmetros dα e dβ é dado por:

a(dα, dβ) = λ(dα, dβ)θ(dα, dβ) (6.45)

onde a frequência de colisão de gotas, θ(dα, dβ), é dada por:

θ(dα, dβ) = Cc S(dα, dβ)ur (6.46)

Na Equação 6.46, Cc é um parâmetro multiplicador da frequência de colisão e

S(dα, dβ) é a área caracteŕıstica da seção reta de colisão entre as gotas, definida

como

S(dα, dβ) =
π(dα + dβ)2

4
(6.47)

e ur é dado por:

ur =
udα + udβ

2
(6.48)

onde udα é a velocidade da gota relacionada a turbulência do escoamento, que, para

emulsões com gotas na faixa sub-Kolmogorov, é dada por:

udα = γ̇ dα =

√
ε0
ν0

dα (6.49)

onde γ̇ é a taxa de cisalhamento turbulento dos menores vórtices do escoamento.

De forma mais compacta a frequência de colisão de gotas pode ser dada por:

θ(dα, dβ) = Cc
π

8

√
ε0
ν0

(dα + dβ)3 (6.50)

Para a modelagem da eficiência de coalescência, λ(dα, dβ), quatro abordagens

foram consideradas por MITRE et al. [2]:

• Interface ŕıgida:

λ(dα, dβ) = exp

[
−Ce

1

4
ln

(
hi
hf

)]
(6.51)
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• Interface deformável e imóvel:

λ(dα, dβ) = exp

[
−Ce

8

9
Ca2

eq

(
deq
2hf

)2
]

(6.52)

• Interface deformável e parcialmente móvel:

λ(dα, dβ) = exp

[
−Ce
√

3

4

(
µd
µ

)
Ca(3/2)

eq

(
deq
2hf

)]
(6.53)

• Interface deformável e móvel:

λ(dα, dβ) = exp

[
−Ce

3

2
Caeq ln

(
hi
hf

)]
(6.54)

Nessa modelagem, Cc e Ce são parâmetros a serem ajustados, ν0 é a viscosidade

cinemática da fase cont́ınua, µ0 é a viscosidade dinâmica da fase cont́ınua, µd é a

viscosidade dinâmica da fase dispersa, d é o diâmetro da gota, ε0 é a taxa de dissi-

pação de energia cinética turbulenta e deq = 2(d−1
α +d−1

β )−1 é o diâmetro equivalente

da gota [2]. Por fim, hi e hf correspondem, respectivamente, à espessura inicial

e final do filme formado entre as gotas durante o processo de colisão. O valor de

hi é desconhecido, sendo comum assumir a razão hi/hf como uma constante a ser

determinada, podendo dessa forma ser incorporada ao parâmetro Cc. Já hf pode

ser calculado a partir de:

hf =

(
deq A

16πσ

)1/3

(6.55)

onde A é a constante de Hamaker e σ é a tensão interfacial do par água-óleo.

Ca é o número capilar, definido como:

Ca =
µ0

√
ε0/ν0 d

2σ
(6.56)

sendo Caeq o seu valor para deq.

Para a frequência de quebra de gotas, o seguinte modelo foi proposto:

b(dα) =

 1.24Cb
√
ε0/ν0Ca

2.2
α

(
dα
2η

)4/5

, para Caα > Cacrit

0 , para Caα ≤ Cacrit

(6.57)

onde Cb é um parâmetro a ser ajustado, Caα é o número capilar calculado para dα
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e η é escala de comprimento de Kolmogorov, definidos como:

Caα =
µ0

√
ε0/ν0 dα
2σ

; η =

(
ν3

0

ε0

)1/4

(6.58)

Cacrit é o número capilar cŕıtico, o qual foi obtido por MITRE et al. [2] como

sendo função dos números de Reynolds e de Stokes:

Cacrit = 1.65× 10−4StKRe
−3/20
max (6.59)

onde StK e Remax são dados por:

StK =
tres√
ν0/ε0

; Remax =
Q

Laν0

; tres =
Vc
Q

(6.60)

Vc é o volume efetivo do acidente, tres é o tempo de residência da gota em Vc, Q é a

vazão volumétrica e La é a largura do canal [2].

A função densidade de probabilidade das part́ıculas filhas formadas pela quebra,

P (v | v′), assume que ϑ part́ıculas filhas de igual volume são formadas durante a

quebra:

P (v | v′) = δ

(
v − v′

ϑ

)
(6.61)

e o número médio de part́ıculas filhas formadas, ϑ, é considerado como um parâmetro

a ser ajustado com dados experimentais.

Para o caso homogêneo, MITRE et al. [2] estimaram a taxa média de dissipação

de energia turbulenta no acidente através da Equação 6.62, onde tres foi calculado

pela Equação 6.60.

〈 ε0 〉 =
∆p

ρ0 tres
(6.62)

Na extensão dessa modelagem para o caso heterogêneo proposta nesse trabalho

ε0 e tres passam a ser campos, ou seja, seus valores são calculados localmente em

cada uma das células que compõem o domı́nio f́ısico discretizado. O campo de ε0

é obtido da solução do modelo de turbulência e tres é calculado em cada um dos

volumes de controle usando a seguinte expressão:

tαres =
3
√
V cell
c√

uα • uα
(6.63)

onde V cell
c é o volume da célula e uα (α = 1, . . . , N) é o valor da velocidade da fase

dispersa α no centro da célula. Nota-se que, todas as variáveis que dependem de ε0

ou tres tornam-se campos também, como por exemplo, Ca, Cacrit, StK e η.

No caso das part́ıculas terem tamanhos muito pequenos e apresentarem massas

82



espećıficas próxima das da fase cont́ınua é posśıvel assumir que uα ≈ u0 e dessa

forma a Equação 6.63 pode ser reescrita como sendo:

tres =
3
√
V cell
c√

u0 • u0

(6.64)

A modelagem que foi mostrada é para o caso monovariado. A extensão dessa mo-

delagem para o caso multivariado considerado nesse trabalho assume que as frequên-

cias de quebra e coalescência dependem somente do tamanho das gotas, a menos que

seja dito o contrário. Usando essa hipótese, somente a função densidade de probabi-

lidade multivariada das part́ıculas filhas formadas pela quebra precisa ser redefinida.

Assumindo-se que durante a quebra de uma part́ıcula mãe todas as propriedades in-

ternas consideradas sejam divididas igualmente para cada uma das part́ıculas filhas

geradas, que acontece no caso das propriedades serem aditivas como, massa total,

massa dos componentes, etc, tem-se:

P (x | x′) =
h∏
j=1

δ

(
xj −

x′j
ϑ

)
(6.65)

onde ϑ é o mesmo valor do caso monovariado.

6.7 Modelo de Turbulência de Dupla-Camada

O modelo k − ε padrão apresentado na Seção 2.2.2 é um modelo de altos números

de Reynolds (High Reynolds Number - HRN) e prediz de forma satisfatória as variá-

veis de turbulência na região distante da parede, onde o escoamento é plenamente

turbulento. Comumente, os modelos HRN são usados juntamente com funções de

paredes para resolver escoamentos onde 30 ≤ y+ ≤ 300 e os modelos de baixos nú-

meros de Reynolds (Low Reynolds Number - LRN) são aplicados em casos em que

y+ ≈ 1. y+ corresponde a uma distância adimensional do centro da célula à parede

mais próxima, sendo dado por [240–242]:

y+ ≡
y

√
ν
(
∂u
∂y

)
y=0

ν
(6.66)

onde y é a distância do centro do volume de controle à parede mais próxima e ν é

a viscosidade cinemática da fase cont́ınua1.

A faixa de y+ entre 1 e 30 corresponde à região transicional, ficando entre estas

duas abordagens e sendo menos conhecida em termos de modelagem [243].

1Para fins de praticidade, não será usado o ı́ndice 0 para se referir as variáveis da fase cont́ınua
na presente seção.
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Além do uso de funções de parede, pode-se usar a ideia de se modelar duas ca-

madas distintas com o intuito de melhorar as predições dos modelos nas distintas

faixas de aplicação de cada um e na região transicional. Basicamente, os modelos

de duas camadas misturam um modelo algébrico para a região próxima à parede e

um modelo diferencial, como o próprio k − ε por exemplo, para a região distante

da parede. Essa modelagem foi proposta no trabalho de CHEN e PATEL [244] mas

encontram-se várias versões de modelos de dupla-camada na literatura, combinando

diferentes tipos de modelos algébricos e diferenciais. Uma comparação entre duas

versões de modelos de dupla-camada, usando diferentes modelos algébricos junta-

mente com o modelo k− ε, pode ser encontrada no trabalho de LAKEHAL e RODI

[245].

O modelo de dupla-camada implementado aqui corresponde a adaptação para o

caso multifásico do modelo descrito no trabalho de VOLKOV [246]. A ideia desse

modelo de dupla-camada consiste em se usar o modelo k − ε padrão para resolver

a turbulência na região distante da parede (região de escoamento turbulento ple-

namente desenvolvido) e aplicar o modelo de uma equação de Wolfshtein [247] na

região de escoamento laminar próximo à parede. Dessa forma, obtém-se um modelo

h́ıbrido k − ε−W .

As subcamadas são definidas de acordo com o valor do número de Reynolds

turbulento local, Rey, que está relacionado com a distância da parede, tal que:

Rey =
ρk1/2y

µ
(6.67)

As equações do modelo k − ε padrão (Eqs. 2.12 e 2.13) são usadas na região

onde Rey > Rey∗ e a viscosidade turbulenta é calculada usando-se a fórmula de

Kolmogorov-Prandtl (Equação 2.15). Já na região onde Rey < Rey∗ o modelo k − l
de Wolfshtein [247] é usado e, neste caso, a energia cinética turbulenta é determinada

pela Equação 2.12 mas a dissipação de energia turbulenta e a viscosidade turbulenta

passam a serem calculadas pelas Equações 6.68 e 6.69, respectivamente.

ε
W

=
k3/2

lε
(6.68)

µturb
W

= ρCµlµ
√
k (6.69)

No trabalho de VOLKOV [246] foi usado um valor de Rey∗ = 180. Contudo, esse

valor é controverso, por exemplo, no software FLUENT [248] usa-se Rey∗ = 200 e o

software STAR-CCM+ [249] adota um valor Rey∗ = 60. As escalas lε e lµ são dadas

por:

lε = Cl y

[
1− exp

(
−Rey
Aε

)]
(6.70)
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lµ = Cl y

[
1− exp

(
−Rey
Aµ

)]
(6.71)

onde Aµ = 70, Aε = 2Cl, Cl = κC
−3/4
µ e κ = 0,41. No caso de y+ < 1, k = 0 é

aceitável como condição de contorno para a energia cinética turbulenta nas paredes

e n · ∇ε = 0 é usado para a dissipação de energia turbulenta, não requerendo

tratamento especial com o uso de funções de parede [250]. No caso do y+ ser elevado,

y+ > 11,25, é aconselhável usar a condição de n · ∇k = 0 juntamente com funções

de parede para a dissipação de energia turbulenta [248]. Existem diferentes funções

de parede descritas na literatura. Uma das mais usadas e simples foi proposta por

LAUNDER e SPALDING [241]. Neste caso, a taxa de dissipação de energia cinética

turbulenta, ε, na célula adjacente à parede é calculada por:

ε =
C

3/4
µ k3/2

κy
(6.72)

Outras funções de parede mais elaboradas, levando em conta os efeitos relacio-

nados aos gradientes de pressão, ou funções de parede generalizadas, válidas para

quaisquer valores de y+, podem ser encontradas na literatura, por exemplo, nos

trabalhos de CRAFT et al. [251] e POPOVAC e HANJALIC [252].

Para fazer a transição suave das variáveis entre as diferentes camadas (modela-

gens), usou-se a seguinte função de suavização:

λε =
1

2

[
1 + tanh

(
Rey −Rey∗

A

)]
(6.73)

onde a constante A é usada para controlar a suavidade da transição, sendo geral-

mente colocada de forma geral como sendo:

A =
|∆Rey|

tanh(0,98)
(6.74)

para ∆Rey = 0,1Rey∗ = 18.

Dessa forma, valores de λε = 0 são esperados na região próxima às paredes

e valores de λε = 1 são esperados em locais de escoamento com altos números

Reynolds. Valores intermediários entre 0 e 1 definem a região de transição entre as

subcamadas. De forma geral, a viscosidade turbulenta pode ser calculada como:

µturb = λεµ
turb
k−ε + (1− λε)µturbW

(6.75)

sendo que µturbk−ε e µturbW correspondem às viscosidades externa e interna, respectiva-

mente, da subcamada próxima à parede.

O termo fonte da equação de dissipação de energia turbulenta, Equação 2.14,
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também é modificado para conter a ponderação por λε, ou seja:

SPε = λε

[ ε
k

(Cε1Ψ− Cε2ρε)
]

+ (1− λε)ρα
[
k3/2

lε
− ε
]

(6.76)

A Eq. 2.13 é recuperada na região de altos números de Reynolds e na região de

baixos números de Reynolds a seguinte equação é usada para calcular a dissipação

de energia turbulenta local:
∂ε

∂t
= α

[
k3/2

lε
− ε
]

(6.77)

e a constante α ∼ 1 controla a diferença entre ε e
k3/2

lε
.

Sintetizando a modelagem usada:

Se y+ < 3, não se aplica a lei de parede para a velocidade. Neste caso: i) k é

resolvido pela Equação 2.12 com condição de contorno na parede dada por k = 0; ii)

a solução da Equação 6.77 é usada em locais onde Rey < Rey∗ e a da Equação 2.13

em locais onde Rey > Rey∗ , usando a condição de contorno na parede n · ∇ε = 0.

Se y+ > 3, aplica-se uma lei de parede para a velocidade. Neste caso: i) k é

resolvido pela Equação 2.12 com condição de contorno na parede n · ∇k = 0; ii) a

solução da Equação 6.77 é usada em locais onde Rey < Rey∗ e a da Equação 2.13

em locais onde Rey > Rey∗ usando a condição de contorno na parede de n · ∇ε = 0.

Contudo, se y+ > 11,225, o valor de ε na célula adjacente à parede é recalculado

usando a Equação 6.72.

6.8 Visão geral do Solver desenvolvido

O solver desenvolvido permite a simulação de escoamentos multifásicos polidispersos

através da solução da PBE, por diferentes métodos, acoplada com a abordagem

multi-fluido. O solver vem sendo desenvolvido na versão OpenFOAM-1.6-ext [253]

e foi denominado multiPhaseMultiVariatePbeFoam.

O modelo multifásico Euleriano-Euleriano está implementado no código principal

do solver onde é resolvida a equação de conservação de quantidade de movimento,

a equação da pressão, o acoplamento pressão-velocidade e são chamadas funções

membros usadas para solução do modelo de turbulência e do balanço populacional.

Para facilitar o controle e a extensão do código, o solver usa três bibliotecas: (i)

uma com modelos para o coeficiente de arrasto; (ii) outra com modelos de turbulên-

cia; (iii) e, por fim, uma biblioteca com métodos de solução da PBE.

A biblioteca com modelos para coeficiente de arrasto possui implementados mo-

delos como Schiller-Naumann [37], Gibilaro [254], Grace [38] e Ergun [254], entre

outros.
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A biblioteca de modelos de turbulência tem dispońıvel atualmente a modelagem

baseada em equações de média de Reynolds (Reynolds Averaged Navier-Stokes -

RANS). Nessa classe de modelos, estão dispońıveis os modelos k − ε, Realizable

k − ε, RNG k − ε, k − ε −W , k − ω, SST (Shear-Stress Transport), entre outros

[242, 246, 255, 256].

Por fim, a biblioteca contendo métodos para solução da PBE possui implemen-

tado o QMoM, o DQMoM e o DQMoM-FC. Apesar de somente se ter dispońıveis

métodos baseados em momentos, o uso de outras metodologias, como o MoC, tam-

bém poderia ser incorporada facilmente à biblioteca de métodos. A biblioteca precisa

basicamente de variáveis do escoamento, como velocidades e variáveis de turbulência

e retorna o diâmetro e a fração de cada uma das fases dispersas. A implementação

feita para o DQMoM-FC é genérica em duas questões: (i) é posśıvel usar um con-

junto arbitrário de momentos de ordem inteira ou fracionária para cada uma das

variáveis internas da PBE; (ii) a implementação é genérica para h variáveis internas.

Por exemplo, a lista abaixo define os momentos para um caso trivariado:

//− Tabela de i n d i c e s de momentos

momentIndexTable

(

( 0 0 0 )

( 0.333333333 0 0 )

( 0.333333333 1 0 )

( 0.333333333 0 0 . 5 )

( 0.333333333 0 1 )

( 1 0 0 )

( 1 1 1 )

. . .

) ;

O valor das colunas representam a ordem do momento para cada uma das variá-

veis internas. Dessa forma, a soma dos valores dados em uma linha representam a

ordem total do momento multivariado e, dessa forma, cada linha define ou especifica

um momento multivariado. O método SVD (ver Apêndice D) é usado para resol-

ver o sistema linear de equações do DQMoM-FC (Equação 6.35) para os momentos

especificados na lista de momentos. O SVD elimina automaticamente as equações

que deixam o sistema mal condicionado. No caso em questão, eliminar uma equação

significa desprezar o momento que a compõem. Como alguns momentos são mais

importantes, como por exemplo, os momentos que garantem conservação de número

e a massa das part́ıculas, usou-se um fator de ponderação para cada um dos mo-

mentos, onde momentos mais importantes são ponderados com valores altos a fim
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Figura 6.1: Estrutura do solver e das bibliotecas.

de que os mesmos não sejam desprezados pela SVD.

A biblioteca de métodos para solução da PBE usa outras bibliotecas onde estão

implementados os modelos para a agregação, a quebra, o crescimento e a nuclea-

ção de part́ıculas. Na Figura 6.1 é apresentada uma representação simplificada da

estrutura comentada.
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Caṕıtulo 7

Resultados e Discussão

Primeiramente, na Seção 7.1, são apresentados e discutidos os resultados referen-

tes à inversão de momentos multivariados. Na sequência, avalia-se o DuQMoGeM

(Seção 7.2) e a possibilidade de aplicação do mesmo em simulações de balanço po-

pulacional multivariado e heterogêneo. Em seguida, na Seção 7.3, apresentada-se a

simulação de um problema de balanço populacional monovariado heterogêneo e sua

comparação com dados experimentais. Por fim, os resultados de dois casos fict́ı-

cios, um envolvendo balanço populacional multivariado heterogêneo e outro usando

uma função distribuição complexa, são apresentados nas Seções 7.4 e 7.5, respecti-

vamente.

7.1 Inversão de Momentos Multivariados

Os resultados apresentados nesta seção foram publicados no trabalho de FAVERO

et al. [211].

7.1.1 Procedimento Numérico

Os métodos para inversão de momentos multivariados apresentados nos Caṕıtulos

5 e 6 são aplicáveis em PDFs h-variadas. Contudo, por razões de simplicidade,

somente PDFs bivariadas serão analisadas neste trabalho.

O procedimento usado pode ser resumido nos seguintes passos:

(i) Especificou-se uma PDF normalizada a duas variáveis, definidas por x1 e x2;

(ii) Calcularam-se os momentos da PDF usando o software MAPLE v.12 [257];

(iii) Obteve-se a quadratura bidimensional por algum dos métodos apresentados;

(iv) Os pontos de quadratura obtidos foram usados para reconstruir os momentos

até quinta ordem e então calculou-se os erros associados ao procedimento de
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inversão.

Os métodos para inversão de momentos multivariados foram implementados em

linguagem C. Para a inversão de momentos monovariados usou-se o pacote ORTHO-

POL [258]. A rotina de SVD, usada para encontrar a matriz de transformação de

Hotelling, e a rotina para calcular a decomposição de Cholesky foram obtidas de

PRESS et al. [259]. A solução dos sistemas lineares de equações foi feita usando

o método de eliminação Gaussiana obtido de PINTO e LAGE [169]. A aplicação

do método JADE foi feita usando uma versão adaptada do código desenvolvido por

CARDOSO [260] e o algoritmo CuBICA descrito em BLASCHKE e WISKOTT

[231] foi implementado em C. Uma tolerância de 10−14 foi estabelecida no algoritmo

de Jacobi usado pelos métodos JADE e CuBICA para diagonalização dos tensores

de cumulantes.

A determinação da quadratura bidimensional por otimização não-linear foi feita

usando o pacote NLOpt [261]. Para a otimização não-linear em questão deve-se usar

preferencialmente um algoritmo de busca global. O algoritmo com código NLOPT -

GN CRS2 LM foi o que apresentou os melhores resultados nos testes feitos. Este,

por sua vez, é um algoritmo de busca global que dispensa o fornecimento das deri-

vadas da função objetivo (GN - Global Not derivative). O prinćıpio deste método

de otimização é fazer uma busca randômica controlada e com mutação local (CRS -

Controlled Random Search, LM - Local Mutation) [262, 263]. O método permite res-

trições de limites superiores e inferiores para as variáveis e aceita que seja fornecida

uma estimativa inicial para ser usada como um dos pontos da população.

O NLOpt também permite usar um algoritmo de otimização local posteriormente

a um de busca global, para o caso de refinamento de solução. Para a etapa de oti-

mização local usou-se o algoritmo BOBYQA [264], que é um algoritmo que suporta

restrições e dispensa o fornecimento das derivadas da função objetivo.

O critério de parada da otimização é satisfeito quando as tolerâncias absolutas

e relativas, tanto para os valores das variáveis quanto para a função objetivo, sejam

menores que 10−15 ou seja atingido o número máximo de avaliações, 5 × 108. A

população inicial usada no algoritmo NLOPT GN CRS2 LM foi de 150× (3N + 1)

e limitou-se a região de busca para valores de abscissas entre 0 ≤ xi ≤ 10 e para

pesos entre 0 ≤ ωi ≤ 1, i = 1, . . . , N .

Todos os cálculos foram feitos em precisão dupla e foi usado o compilador GNU

GCC 4.6.3 numa máquina Intel i7-2600K com sistema operacional Linux. O tempo

computacional usado pelo método de otimização não-linear foi obtido numa única

rodada. Já os tempos dos métodos DCPM, PCA, TPM, ICA e CQMoM foram

calculados pela média de 105 rodadas sequenciais. Os tempos de CPU apresentados

não consideram o tempo usado no cálculo dos momentos da distribuição.
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Tabela 7.1: Distribuições usadas para avaliar os métodos de inversão de momentos mul-
tivariados.

g(x1, x2) Eq.

exp
[
−
(
2.5
√

2(x1 − x2)
)2 − (0.5√2(x1 + x2)− 5

)2]
(7.1)

exp [− exp(−x1 + 5)− exp(−x2 + 5) + x1 + y2 − 10] (7.2)

2 exp
[
−(2x1 − 4)2 − (x2 − 6)2

]
+ 2 exp

[
−(x1 − 3)2 − (x2 − 4)2

]
+ exp

[
−(x1 − 4)2 − (x2 − 7)4

]
(7.3)

2 exp
[
− |x1 + x2 − 10| − |2x2 − 9|

]
+ exp

[
−(6x1 − 4x2 − 60)2 − (x2 − 8)2

]
(7.4)

exp
[
− (x1 − 3)2 − (x2 − 3)2

]
+ exp

[
− (x1 − 3)2 − (x2 − 5)2

]
+1

2 exp
[
− (x1 − 7)2 − (x2 − 5)2

]
+ 1

2 exp
[
− (x1 − 7)2 − (x2 − 7)2

]
(7.5)

exp
[
−(x1 − 6)2 − (3x2 − 7)4

]
+ exp

[
−(3x1 − 9)2 − (x2 − 6)4

]
(7.6)

7.1.2 Definições

Na Tabela 7.1 são definidas as distribuições, g(x1, x2), usadas. As distribuições

foram normalizadas da seguinte forma:

f(x1, x2) =
g(x1, x2)∫∞

0

∫∞
0
g(x1, x2) dx1 dx2

(7.7)

Na Figura 7.1 são ilustradas as PDFs definidas na Tabela 7.1.

Os resultados foram organizados em três seções. Primeiramente, os resultados

obtidos com os métodos DCPM, PCA, ICA e CQMoM são comparados para o

caso de 2 × 2, 3 × 2, 2 × 3 e 3 × 3 pontos de quadratura. O TPM foi aplicado

somente para obtenção de quadraturas de 3 × 3 pontos, tendo em vista que ele é

equivalente a PCA para quadraturas de 2×2 pontos. Tanto o TPM como o CQMoM

foram aplicados para as duas permutações posśıveis de variáveis. Em seguida, são

apresentados os resultados para a PCA e a ICA combinadas com o CQMoM e, por

fim, são apresentados os resultados obtidos usando otimização não-linear.

O erro quadrático médio relativo e cumulativo dos momentos reconstrúıdos foi

calculado usando a Equação 7.8, onde µ é o valor anaĺıtico do momento, µrec é

o valor do momento recuperado, O corresponde à ordem do momento bivariado e

Nmom é a quantidade total de momentos até a ordem analisada.

εO =

√√√√ 1

Nmom

O∑
k=0

O−k∑
l=0

(
µkl − µreckl

µkl

)2

(7.8)
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Figura 7.1: Funções densidade de probabilidade: (a) distribuição Gaussiana rotacionada
(Eq. (7.1)), (b) distribuição de Gumbel (Eq. (7.2)), (c) distribuição multi-
modal com modos platicúrticos e mesocúrticos (Eq. (7.3)), (d) distribuição
bimodal com modos leptocúrtico e mesocúrtico (Eq. (7.4)), (e) distribuição
multimodal Gaussiana (Eq. (7.5)) e (f) distribuição bimodal com modos
platicúrtico e mesocúrtico totalmente separados (Eq. (7.6)).
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7.1.3 Comparação entre DCPM, PCA, ICA, TPM e CQ-

MoM

O DCPM, PCA, ICA, TPM e CQMoM foram aplicados para todas as distribuições

apresentadas na Tabela 7.1. Ambos JADE e CuBICA foram usados para a ICA,

porém os resultados obtidos com o último foram melhores e, dessa forma, somente

os resultados usando CuBICA são apresentados.

Distribuição Gaussiana rotacionada

A distribuição Gaussiana rotacionada em 45° é mostrada na Figura 7.1(a) e corres-

ponde à Equação 7.1 da Tabela 7.1. Essa distribuição é interessante de ser analisada

porque suas variáveis são correlacionadas.

O logaritmo de base 10 do erro cumulativo para cada um dos métodos está

mostrado na Tabela 7.2. Como pode ser visto, o método DCPM não consegue bons

resultados por não considerar a correlação existente entre as variáveis. Aumentando-

se o número de pontos de quadratura não melhora em nada o resultado. Nesse caso,

percebe-se claramente a limitação do DCPM e também verifica-se que é necessário

considerar a informação dos momentos mistos.

Por outro lado, a PCA e a ICA obtiveram resultados muito bons. Isso porque

ambos os métodos aplicaram uma rotação no sistema de coordenadas, descorrela-

cionando as variáveis antes de aplicar a inversão unidimensional. Esses métodos

obtiveram quadraturas de 2 × 2, 3 × 2 e 2 × 3 que recuperaram com acurácia mo-

mentos até 3ª ordem. Para 3 × 2 e 2 × 3 pontos de quadratura, os momentos até

4ª e 5ª ordem foram razoavelmente bem reconstrúıdos. Usando uma quadratura de

3 × 3 pontos, todos os momentos até 5ª ordem foram reconstrúıdos com acurácia.

As quadraturas obtidas pela PCA e ICA são praticamente iguais. Os resultados do

método TPM foram similares aos obtidos pela PCA e ICA.

O CQMoM apresentou problemas com conjunto não-realizável de momentos para

os casos onde um mesmo número de pontos de quadratura foi usado para ambas as

variáveis. Nos casos onde N1 6= N2, os resultados do CQMoM, para ambas as

permutações de variáveis, foram similares aos obtidos com a PCA ou a ICA.

A Figura 7.2 mostra a localização das abscissas obtidas pela PCA e o CQMoM.

O tempo de CPU para os métodos analisados aumentou na seguinte ordem:

CQMoM, PCA, TPM e ICA. Esse comportamento foi observado em todas as distri-

buições analisadas neste trabalho. O elevado custo computacional da ICA, quando

comparada a PCA, pode ser atribúıdo à necessidade de etapas adicionais de pré-

processamento e à execução dos cálculos relacionados ao algoritmo CuBICA.
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Tabela 7.2: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição
Gaussiana rotacionada (Eq. (7.1)) para momentos até uma dada ordem,
O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

DPCM(2×2) −15,99 −2,11 −1,76 −1,53 −1,35 0,8

PCA(2×2) −15,55 −15,51 −14,09 −3,38 −2,74 2,3

ICA(2×2) −15,71 −15,73 −14,10 −3,39 −2,74 11,0

CQMoM
x2|x1

(2×2) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(2×2) momentos condicionais não-realizáveis 

DPCMx1,x2

(3×2) −15,60 −2,11 −1,76 −1,53 −1,35 1,4

DPCMx1,x2

(2×3) −15,49 −2,11 −1,76 −1,53 −1,35 1,3

PCAy1,y2

(3×2) −15,55 −15,56 −14,09 −6,18 −5,69 6,9

PCAy1,y2

(2×3) −16,14 −16,29 −14,10 −3,38 −2,74 7,4

ICAy1,y2

(3×2) −15,78 −15,58 −14,10 −3,39 −2,74 11,2

ICAy1,y2

(2×3) −15,35 −15,41 −14,10 −6,18 −5,70 11,1

CQMoM
x2|x1

(3×2) −16,01 −15,73 −15,76 −5,36 −4,75 2,8

CQMoM
x1|x2

(3×2) −16,01 −15,73 −15,76 −5,36 −4,75 2,9

DPCM(3×3) −15,31 −2,11 −1,76 −1,53 −1,35 1,8

PCA(3×3) −15,68 −15,80 −14,10 −13,84 −13,66 7,9

ICA(3×3) −15,22 −15,25 −14,10 −13,84 −13,67 12,1

TPM
x2|x1

(3×3) −16,01 −16,05 −16,01 −12,66 −12,16 8,3

TPM
x1|x2

(3×3) −16,01 −16,05 −16,01 −12,66 −12,16 8,3

CQMoM
x2|x1

(3×3) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(3×3) momentos condicionais não-realizáveis 
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Figura 7.2: Localização das abscissas para a distribuição Gaussiana rotacionada (Eq.
7.1) obtidas por (a) PCA e (b) CQMoM.
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Tabela 7.3: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição de
Gumbel (Eq. (7.2)) para momentos até uma dada ordem, O, usando PCA,
ICA, TPM e CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

DPCM(2×2) −15,44 −14,70 −14,57 −2,64 −2,01 0,8

PCA(2×2) −∞∗ −16,33 −2,37 −1,85 −1,50 2,3

ICA(2×2) −15,63 −15,64 −14,71 −2,64 −2,01 11,1

CQMoM
x2|x1

(2×2) −16,04 −16,10 −14,78 −2,64 −2,01 1,9

CQMoM
x1|x2

(2×2) −16,04 −16,10 −14,78 −2,64 −2,01 1,7

DPCMx1,x2

(3×2) −15,55 −14,66 −14,51 −2,79 −2,16 1,3

DPCMx1,x2

(2×3) −15,54 −14,67 −14,52 −2,79 −2,16 1,2

PCAy1,y2

(3×2) −15,95 −15,92 −2,37 −1,86 −1,53 6,8

PCAy1,y2

(2×3) −15,19 −15,20 −2,37 −1,87 −1,52 7,1

ICAy1,y2

(3×2) −15,89 −15,65 −14,70 −2,79 −2,16 11,1

ICAy1,y2

(2×3) −15,80 −15,76 −14,70 −2,79 −2,16 11,4

CQMoM
x2|x1

(3×2) −15,42 −15,49 −15,50 −2,79 −2,16 2,9

CQMoM
x1|x2

(3×2) −15,42 −15,49 −15,50 −2,79 −2,16 2,7

DPCM(3×3) −14,99 −14,60 −14,46 −14,45 −14,43 1,6

PCA(3×3) −15,19 −15,18 −2,37 −1,88 −1,55 7,4

ICA(3×3) −16,04 −16,10 −14,69 −14,10 −13,89 12,1

TPM
x2|x1

(3×3) −15,89 −15,66 −15,63 −14,79 −13,86 7,9

TPM
x1|x2

(3×3) −15,89 −15,66 −15,63 −14,79 −13,86 7,9

CQMoM
x2|x1

(3×3) −15,69 −15,38 −15,37 −14,90 −14,03 3,9

CQMoM
x1|x2

(3×3) −15,69 −15,38 −15,37 −14,90 −14,03 3,8
∗ Atingiu a precisão de cálculo da máquina.

Distribuição de Gumbel

A Figura 7.1(b) mostra a distribuição de Gumbel, como é conhecida na literatura,

sendo representada pela Equação 7.2 da Tabela 7.1. Diferentemente da distribuição

Gaussiana, as estat́ısticas de alta ordem são necessárias para sua representação. Os

erros cumulativos de inversão dos momentos são mostrados na Tabela 7.3 para cada

um dos métodos analisados. Como pode ser visto nesta tabela, o DCPM conseguiu

bons resultados para este caso, mostrando que não é necessário transformação de

coordenadas. Os resultados da PCA não são acurados para os momentos acima

de 2ª, que pode ser explicado pelo fato que o sistema de coordenadas principais

encontrado pela PCA estar rotacionado de 45° em relação ao sistema de coordenadas

originais. Apesar de no sistema de coordenadas principais as variáveis estarem

descorrelacionadas, existem efeitos de dependência nos momentos de alta ordem,

explicando os resultados ruins obtidos pela PCA para os momentos de ordem elevada.

A ICA não aplica rotação alguma sobre o sistema de coordenadas, conseguindo
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Figura 7.3: Localização das abscissas para a distribuição de Gumbel (Eq. 7.2) obtidas
por (a) PCA e (b) ICA.

acurácia de 3ª e 5ª ordem para 2×2 e 3×3 pontos de quadratura, respectivamente.

Em outras palavras, essas quadraturas inverteram com acurácia todos os momentos

que foram utilizados na sua determinação. Este exemplo mostra que a ICA pode,

como neste caso, conseguir resultados melhores que a PCA.

Os resultados do TPM e do CQMoM são similares aos obtidos pela ICA para

todas as quadraturas avaliadas.

Na Figura 7.3 é ilustrada a localização das abscissas obtidas pela PCA e ICA.

Percebe-se que a ICA distribui pontos de quadratura em direções ortogonais dife-

rentes das obtidas pela PCA.

Distribuição multimodal - modos mesocúrtico/platicúrtico

Este exemplo considera a distribuição dada pela Equação 7.3 da Tabela 7.1 sendo

composta por modos platicúrticos e mesocúrticos como pode ser visualizado na Fi-

gura 7.1(c).

Os erros cumulativos da inversão são apresentados na Tabela 7.4. Para esta

distribuição o DCPM consegue reproduzir corretamente somente os momentos até

primeira ordem. A PCA, a ICA e o CQMoM conseguiram quadraturas de 2 ×
2 pontos que reproduzem bem todos momentos até 2ª ordem. Um aumento na

quantidade de pontos de quadratura não traz melhoras significativas aos resultados

obtidos pela PCA e ICA. Neste caso, as direções obtidas pela ICA são não-ortogonais,

mostrando a flexibilidade adicional da ICA em relação à PCA.

Por outro lado, a quadratura de 3×3 pontos obtida pelo TPM conseguiu 3ª ordem

de acurácia, sendo mais acurada que a PCA e a ICA. Cabe lembrar que a localização

das abscissas obtidas pelo TPM são iguais as da PCA, contudo, recalculando os

valores dos pesos o método conseguiu aumentar a acurácia da quadratura.

Os resultados obtidos com o CQMoM são ainda melhores, conseguindo 3ª ordem
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Tabela 7.4: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição mul-
timodal com modos mesocúrticos e platicúrticos (Eq. (7.3)) para momentos
até uma dada ordem, O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

DPCM(2×2) −15,38 −2,18 −1,76 −1,47 −1,26 1,0

PCA(2×2) −15,56 −15,55 −2,37 −1,85 −1,52 2,4

ICA(2×2) −15,33 −15,35 −2,77 −2,35 −2,04 11,3

CQMoM
x2|x1

(2×2) −15,60 −15,63 −2,56 −2,09 −1,74 1,9

CQMoM
x1|x2

(2×2) −16,01 −15,60 −2,72 −2,25 −1,88 1,9

DPCMx1,x2

(3×2) −15,15 −2,18 −1,76 −1,47 −1,27 1,3

DPCMx1,x2

(2×3) −16,07 −2,18 −1,76 −1,47 −1,27 1,3

PCAy1,y2

(3×2) −∞∗ −16,31 −2,37 −1,85 −1,53 6,9

PCAy1,y2

(2×3) −16,19 −16,34 −2,37 −1,87 −1,56 6,9

ICAy1,y2

(3×2) −15,74 −15,71 −2,77 −2,34 −2,01 11,5

ICAy1,y2

(2×3) −15,27 −15,26 −2,77 −2,30 −1,99 11,5

CQMoM
x2|x1

(3×2) −15,51 −15,58 −15,61 −3,10 −2,55 2,8

CQMoM
x1|x2

(3×2) −15,56 −15,53 −15,55 −2,77 −2,21 2,7

DPCM(3×3) −15,38 −2,18 −1,76 −1,48 −1,27 1,6

PCA(3×3) −15,67 −15,71 −2,37 −1,88 −1,57 7,2

ICA(3×3) −15,54 −15,51 −2,77 −2,29 −1,97 12,2

TPM
x2|x1

(3×3) −15,97 −15,82 −15,68 −3,66 −3,14 8,0

TPM
x1|x2

(3×3) −15,97 −15,98 −15,90 −3,70 −3,13 7,9

CQMoM
x2|x1

(3×3) −15,17 −15,28 −15,37 −3,77 −3,30 3,8

CQMoM
x1|x2

(3×3) −15,84 −15,95 −15,79 −3,78 −3,25 4,1
∗ Atingiu a precisão de cálculo da máquina.
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Figura 7.4: Localização das abscissas para a distribuição multimodal com modos meso-
cúrticos e platicúrticos (Eq. 7.3) obtidas por (a) PCA e (b) ICA.

97



de acurácia com quadraturas de 6 pontos. A quadratura de 3× 3 pontos não mos-

trou um aumento considerável na reconstrução dos momentos de alta ordem. Esse

caso mostra que o CQMoM consegue resultados bons para os casos onde não existe

problemas relacionados a momentos não-realizáveis.

Na Figura 7.4 é ilustrada a localização das abscissas obtida pela PCA e ICA.

Como pode ser visto, a ICA encontra direções não-ortogonais para este caso.

Distribuição bimodal - modos mesocúrtico/leptocúrtico

Este exemplo considera uma distribuição do tipo bimodal, porém, cada um dos

modos é representado por uma função com propriedades estat́ısticas diferentes, con-

forme a Equação 7.4 da Tabela 7.1 e ilustrado pela Figura 7.1(d). Na Tabela 7.5

são mostrados os erros cumulativos da reconstrução dos momentos. Fica claro que

o DCPM produz resultados ruins neste caso. A PCA e a ICA geram quadraturas de

2 × 2 pontos que são de 2ª ordem de acurácia. Neste caso também se percebe que

as direções encontradas pela ICA, Figura 7.5(b), diferem das encontradas pela PCA

Figura 7.5(a). O TPM não conseguiu obter quadraturas de 3× 3 pontos, visto que

na solução do sistema linear para determinação dos pesos obteve-se solução negativa

para ambas as permutações posśıveis das variáveis.

O CQMoM apresentou problemas com conjuntos de momentos não-realizáveis

para algumas permutações de variáveis. Porém, nos casos onde não se teve problemas

desse tipo, as quadraturas de 6 e 9 pontos conseguiram 3ª ordem de acurácia. Os

pontos de quadratura obtidos pelo CQMoM são mostrados na Figura 7.5(c).

Distribuição multimodal Gaussiana

A Equação 7.5 da Tabela 7.1 representa a distribuição multimodal Gaussiana mos-

trada na Figura 7.1(e). Os erros cumulativos da reconstrução dos momentos são

mostrados na Tabela 7.6. O DCPM encontrou quadraturas de somente primeira or-

dem de acurácia. A PCA e a ICA conseguiram quadraturas de 2ª ordem de acurácia,

contudo, os resultados obtidos pela ICA para os momentos de 3ª ordem são apro-

ximadamente uma ordem de magnitude mais acurados que os obtidos pela PCA. O

TPM conseguiu quadraturas de 3ª ordem para ambas as permutações de variáveis.

Com o CQMoM obteve-se quadraturas de 6 e 9 pontos com 2ª e 3ª ordem de

acurácia, respectivamente. Por outro lado, a quadratura de 9 pontos não foi posśıvel

devido ao problema de conjunto de momentos condicionais não-realizáveis. As Fi-

guras 7.6(a), 7.6(b) e 7.6(c) mostram os valores de abscissas obtidas com os métodos

PCA, ICA e CQMoM, respectivamente.
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Tabela 7.5: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição bi-
modal com modos mesocúrtico e leptocúrtico (Eq. (7.4)) para momentos até
uma dada ordem, O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

DPCM(2×2) −16,02 −1,91 −1,53 −1,26 −1,05 0,9

PCA(2×2) −15,72 −15,70 −2,13 −1,64 −1,33 2,3

ICA(2×2) −15,91 −15,75 −2,63 −2,10 −1,70 11,2

CQMoM
x2|x1

(2×2) −15,54 −15,59 −3,26 −2,37 −1,86 1,7

CQMoM
x1|x2

(2×2) momentos condicionais não-realizáveis 

DPCMx1,x2

(3×2) −15,48 −1,91 −1,53 −1,26 −1,04 1,3

DPCMx1,x2

(2×3) −15,85 −1,91 −1,53 −1,26 −1,04 1,2

PCAy1,y2

(3×2) −15,80 −15,86 −2,13 −1,66 −1,36 6,9

PCAy1,y2

(2×3) −15,58 −15,62 −2,13 −1,65 −1,34 6,9

ICAy1,y2

(3×2) −15,98 −15,85 −2,63 −2,10 −1,71 11,5

ICAy1,y2

(2×3) −15,32 −15,21 −2,63 −2,29 −1,99 11,5

CQMoM
x2|x1

(3×2) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(3×2) −15,72 −15,81 −15,55 −2,58 −2,01 2,7

DPCM(3×3) −15,42 −1,91 −1,53 −1,26 −1,04 1,6

PCA(3×3) −15,51 −15,46 −2,13 −1,66 −1,36 7,3

ICA(3×3) −15,48 −15,49 −2,63 −2,28 −2,04 12,1

TPM
x2|x1

(3×3) pesos negativos 

TPM
x1|x2

(3×3) pesos negativos 

CQMoM
x2|x1

(3×3) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(3×3) −16,02 −15,86 −15,77 −4,02 −3,43 4,0
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Figura 7.5: Localização das abscissas para a distribuição bimodal com modos mesocúr-
tico e leptocúrtico (Eq. 7.4) obtidas por (a) PCA, (b) ICA, (c) CQMoM, (d)
PCA-CQMoM, (e) ICA-CQMoM, (f) PCA-Otimização usando momentos
até 4ª ordem e 6 pontos de quadratura.
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Tabela 7.6: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição mul-
timodal Gaussiana (Eq. (7.5)) para momentos até uma dada ordem, O,
usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

DPCM(2×2) −∞∗ −1,48 −1,16 −0,96 −0,82 0,9

PCA(2×2) −15,96 −16,00 −2,63 −2,19 −1,86 2,4

ICA(2×2) −15,69 −15,59 −3,78 −2,55 −2,03 11,2

CQMoM
x2|x1

(2×2) −15,76 −15,65 −3,13 −2,45 −1,99 1,8

CQMoM
x1|x2

(2×2) −15,79 −15,72 −2,72 −2,13 −1,72 1,8

DPCMx1,x2

(3×2) −15,54 −1,48 −1,16 −0,96 −0,83 1,2

DPCMx1,x2

(2×3) −15,25 −1,48 −1,16 −0,96 −0,83 1,2

PCAy1,y2

(3×2) −15,38 −15,38 −2,63 −2,31 −2,15 7,0

PCAy1,y2

(2×3) −15,96 −16,00 −2,63 −2,18 −1,86 7,0

ICAy1,y2

(3×2) −15,42 −15,35 −3,78 −2,57 −2,05 11,2

ICAy1,y2

(2×3) −15,24 −15,29 −3,78 −3,07 −2,62 11,3

CQMoM
x2|x1

(3×2) −15,57 −15,57 −15,54 −3,06 −2,56 2,6

CQMoM
x1|x2

(3×2) −15,28 −15,41 −15,48 −2,79 −2,28 2,6

DPCM(3×3) −15,16 −1,48 −1,16 −0,96 −0,83 1,5

PCA(3×3) −15,32 −15,37 −2,63 −2,30 −2,13 7,3

ICA(3×3) −15,28 −15,22 −3,78 −3,53 −3,39 12,3

TPM
x2|x1

(3×3) −15,77 −15,79 −15,71 −2,63 −2,06 8,0

TPM
x1|x2

(3×3) −15,93 −15,78 −15,73 −3,10 −2,56 7,9

CQMoM
x2|x1

(3×3) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(3×3) momentos condicionais não-realizáveis 
∗ Atingiu a precisão de cálculo da máquina.
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Figura 7.6: Localização das abscissas para a distribuição multimodal Gaussiana (Eq.
7.5) obtidas por (a) PCA, (b) ICA, (c) CQMoM, (d) PCA-CQMoM, (e)
ICA-CQMoM, (f) PCA-Otimização e PCA-CQMoM-Otimização usando mo-
mentos até 4ª ordem e 6 pontos de quadratura.
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Tabela 7.7: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição bi-
modal com modos totalmente separados (Eq. (7.6)) para momentos até uma
dada ordem, O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

DPCM(2×2) −15,91 −1,15 −0,79 −0,52 −0,30 0,9

PCA(2×2) −15,75 −15,90 −2,40 −1,99 −1,72 2,4

ICA(2×2) −15,77 −15,81 −2,33 −1,97 −1,73 11,1

CQMoM
x2|x1

(2×2) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(2×2) momentos condicionais não-realizáveis 

DPCMx1,x2

(3×2) −15,44 −1,15 −0,79 −0,52 −0,30 1,2

DPCMx1,x2

(2×3) −15,35 −1,15 −0,79 −0,52 −0,30 1,1

PCAy1,y2

(3×2) −15,15 −15,16 −2,40 −1,99 −1,73 6,9

PCAy1,y2

(2×3) −15,27 −15,24 −2,40 −1,99 −1,72 6,9

ICAy1,y2

(3×2) −15,75 −15,83 −2,33 −1,97 −1,73 11,3

ICAy1,y2

(2×3) −∞∗ −16,16 −2,33 −1,97 −1,73 11,4

CQMoM
x2|x1

(3×2) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(3×2) momentos condicionais não-realizáveis 

DPCM(3×3) −15,07 −1,15 −0,79 −0,52 −0,30 1,5

PCA(3×3) −14,95 −14,96 −2,40 −1,99 −1,73 7,3

ICA(3×3) −15,54 −15,52 −2,33 −1,97 −1,73 12,3

TPM
x2|x1

(3×3) pesos negativos 

TPM
x1|x2

(3×3) pesos negativos 

CQMoM
x2|x1

(3×3) momentos condicionais não-realizáveis 

CQMoM
x1|x2

(3×3) momentos condicionais não-realizáveis 
∗ Atingiu a precisão de cálculo da máquina.

Distribuição bimodal com modos separados

A Figura 7.1(f) mostra a distribuição bimodal com modos mesocúrtico e platicúrtico

totalmente separados, correspondendo à Equação 7.6 da Tabela 7.1. Os erros cumu-

lativos da reconstrução dos momentos são apresentados na Tabela 7.7. Novamente,

o método DCPM obteve quadraturas com acurácia de primeira ordem enquanto a

PCA e a ICA conseguiram quadraturas com 2ª ordem de acurácia. As Figuras 7.7(a)

e 7.7(b) mostram os valores das abscissas obtidas pela PCA e ICA, respectivamente.

O TPM não conseguiu uma quadratura de 3× 3 pontos com pesos não-negativos.

O CQMoM não conseguiu obter nenhuma das quadratura analisadas para esta

distribuição devido a problemas relacionados com conjunto de momentos não-

realizáveis. Este é um exemplo em que o CQMoM falha completamente.
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Figura 7.7: Localização das abscissas para a distribuição bimodal com modos totalmente
separados (Eq. 7.6) obtidas por (a) PCA, (b) ICA, (c) PCA-CQMoM, (d)
ICA-CQMoM, (e) PCA-Otimização usando momentos até 3ª ordem e 4 pon-
tos de quadratura e (f) PCA-CQMoM-Otimização usando momentos até 4ª
ordem e 6 pontos de quadratura e PCA-Otimização usando momentos até
4ª e 9 pontos de quadratura.
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Tabela 7.8: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição bi-
modal com modos mesocúrtico e leptocúrtico (Eq. (7.4)) para momentos até
uma dada ordem, O, usando PCA-CQMoM e ICA-CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

PCA-CQMoM
y2|y1

(2×2) −15,80 −15,81 −2,27 −1,75 −1,41 3,9

PCA-CQMoM
y1|y2

(2×2) −15,42 −15,36 −2,40 −1,88 −1,56 3,9

ICA-CQMoM
y2|y1

(2×2) −16,02 −15,85 −3,49 −2,39 −1,85 8,4

ICA-CQMoM
y1|y2

(2×2) −15,81 −15,79 −2,67 −2,11 −1,70 8,3

PCA-CQMoM
y2|y1

(3×2) −15,98 −16,03 −15,49 −3,29 −2,81 8,1

PCA-CQMoM
y1|y2

(3×2) −15,28 −15,29 −15,31 −2,84 −2,40 7,9

ICA-CQMoM
y2|y1

(3×2) −15,42 −15,43 −15,42 −2,44 −1,89 14,1

ICA-CQMoM
y1|y2

(3×2) −15,36 −15,40 −15,41 −2,94 −2,32 14,2

7.1.4 Resultados para PCA-CQMoM e ICA-CQMoM

O objetivo dessa análise é verificar se os problemas do CQMoM relacionados a ob-

tenção de conjunto de momentos não-realizáveis podem ser eliminados ou ao menos

atenuados através das transformações de coordenadas obtidas pela PCA ou ICA.

Visto que é necessário todo o conjunto de momentos até uma dada ordem para

transformar um momento da mesma ordem, somente as quadraturas de 4 e 6 pontos

podem ser geradas pela combinação de métodos usando os momentos de até quinta

ordem. Sendo assim, somente essas quadraturas serão consideradas para avaliar o

desempenho dos métodos combinados e serão mostrados apenas os resultados para

as três últimas distribuições da Tabela 7.1.

Distribuição bimodal - modos mesocúrtico/leptocúrtico

A Tabela 7.8 mostra os erros cumulativos correspondentes à reconstrução dos mo-

mentos da distribuição ilustrada na Figura 7.1(d). Como pode ser visto, a transfor-

mação dos momentos para as coordenadas da PCA e da ICA eliminou os problemas

relacionados a momentos não-realizáveis encontrados anteriormente pelo CQMoM

usando o sistema original de coordenadas (Seção 7.1.3 e Tabela 7.5).

Similarmente aos casos onde o CQMoM havia sido aplicado com sucesso, as

quadraturas de 2×2 e 3×2 pontos reconstrúıram acuradamente todos os momentos

de até segunda e terceira ordem, respectivamente. Dessa forma, a robustez do

CQMoM foi aumentada sem perda de acurácia.

As Figuras 7.5(d) e 7.5(e) ilustram os valores das abscissas obtidas usando a

PCA-CQMoM e ICA-CQMoM, respectivamente. Fica claro que, diferentemente dos

resultados da PCA e ICA, as abscissas não são colocadas em direções paralelas às

coordenadas da PCA ou da ICA.

105



Tabela 7.9: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição mul-
timodal Gaussiana (Eq. (7.5)) para momentos até uma dada ordem, O,
usando PCA-CQMoM e ICA-CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

PCA-CQMoM
y2|y1

(2×2) −∞∗ −16,04 −2,63 −2,19 −1,87 4,0

PCA-CQMoM
y1|y2

(2×2) −15,90 −15,89 −3,61 −2,54 −2,02 4,0

ICA-CQMoM
y2|y1

(2×2) −15,79 −15,83 −5,65 −2,57 −2,04 8,4

ICA-CQMoM
y1|y2

(2×2) −15,69 −15,52 −3,79 −2,54 −2,02 8,4

PCA-CQMoM
y2|y1

(3×2) −15,69 −15,67 −15,59 −2,74 −2,22 7,8

PCA-CQMoM
y1|y2

(3×2) −15,26 −15,27 −15,27 −2,57 −2,03 7,9

ICA-CQMoM
y2|y1

(3×2) −15,90 −15,90 −15,66 −2,58 −2,05 14,2

ICA-CQMoM
y1|y2

(3×2) −15,38 −15,33 −15,32 −3,11 −2,60 14,2
∗ Atingiu a precisão de cálculo da máquina.

Distribuição multimodal Gaussiana

Esta distribuição é dada pela Equação 7.5 e representada pela Figura 7.1(e). Como

foi mostrado na Seção 7.1.3, o CQMoM não teve problemas com momentos não-

realizáveis para a obtenção das quadraturas de 2 × 2 e 3 × 2 pontos. Pretende-se

mostrar aqui que o uso dos métodos combinados PCA-CQMoM e ICA-CQMoM

conseguem resultados similares ao CQMoM em casos onde não existem problemas

com conjunto de momentos não-realizáveis. Os erros cumulativos são apresentados

na Tabela 7.9. Comparando esses resultados com os mostrados na Tabela 7.6 verifica-

se que os resultados obtidos apresentam acurácia similar.

As abscissas obtidas pela PCA-CQMoM e ICA-CQMoM são mostrados nas Fi-

guras 7.6(d) e 7.6(e), respectivamente.

Distribuição bimodal com modos separados

A Tabela 7.10 apresenta os erros cumulativos para a distribuição dada pela Equação

7.6 e ilustrada pela Figura 7.1(f). Quando aplicado no sistema original de coordena-

das, o CQMoM não foi capaz de determinar nenhuma das quadraturas analisadas,

como descrito na Seção 7.1.3. Usando os momentos transformados pela PCA ou

ICA, o CQMoM conseguiu determinar a quadratura de 2× 2 pontos com 2ª ordem

de acurácia. A quadratura de 3× 2 pontos pôde ser determinada somente para uma

das duas permutações de variáveis, sendo de 3ª ordem de acurácia. Isso confirma

que os métodos combinados são mais robustos que o CQMoM.

As abscissas obtidas por PCA-CQMoM e ICA-CQMoM são mostradas nas Figu-

ras 7.7(c) e 7.7(d), respectivamente. Está claro que, diferentemente dos resultados

mostrados nas Figuras 7.7(a) e 7.7(b), todas as abscissas estão em regiões onde a dis-

tribuição possui valores não nulos. Os resultados obtidos por ambas as combinações
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Tabela 7.10: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição
bimodal com modos totalmente separados (Eq. (7.6)) para momentos até
uma dada ordem, O, usando PCA-CQMoM e ICA-CQMoM.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (µs)

PCA-CQMoM
y2|y1

(2×2) −15,68 −15,63 −2,41 −1,99 −1,73 4,0

PCA-CQMoM
y1|y2

(2×2) −15,91 −15,89 −3,15 −2,65 −2,33 4,0

ICA-CQMoM
y2|y1

(2×2) −15,86 −15,89 −2,41 −2,06 −1,82 8,3

ICA-CQMoM
y1|y2

(2×2) −16,19 −16,08 −2,96 −2,49 −2,19 8,2

PCA-CQMoM
y2|y1

(3×2) momentos condicionais não-realizáveis 

PCA-CQMoM
y1|y2

(3×2) −15,41 −15,42 −15,35 −3,18 −2,86 7,9

ICA-CQMoM
y2|y1

(3×2) momentos condicionais não-realizáveis 

ICA-CQMoM
y1|y2

(3×2) −15,58 −15,65 −15,69 −3,19 −2,85 14,2

de métodos são muitos similares para esta distribuição.

7.1.5 Refinamento de Solução usando Otimização

Algoritmos de otimização local geraram resultados muito ruins para todos os casos

analisados neste trabalho. Isso mais a forte dependência associada ao chute ini-

cial, indicam a existência de solução com múltiplos mı́nimos locais. Verificou-se que

mesmo para distribuições simples, como distribuições do tipo unimodal exponen-

cial, não foi posśıvel resolver o sistema de equações não-linear dado pela Equação

5.19 otimizando a Equação 5.3. Inversões acuradas de momentos somente foram

conseguidas para problemas super-determinados e usando otimização global. O al-

goritmo de otimização usado depende da geração de uma população randômica e

verificou-se que um bom chute inicial, que corresponde a uma part́ıcula da popula-

ção, geralmente facilita a convergência. Dessa forma, os seguintes métodos h́ıbridos

foram analisados: (i) a quadratura obtida pela PCA é usada como chute inicial na

otimização usando os momentos de até 3ª ordem, chamada PCA-Opt3 e (ii) as qua-

draturas obtidas pela PCA ou PCA-CQMoM foram usadas como chute inicial na

otimização usando os momentos de até 4ª ordem, chamadas de PCA-Opt4 e PCA-

CQMoM-Opt4, respectivamente. As mesmas distribuições usadas na Seção 7.1.4

serão usadas aqui também.

Distribuição bimodal - modos mesocúrtico/leptocúrtico

Os erros cumulativos dos momentos reconstrúıdos estão mostrados na Tabela 7.11.

Comparando os resultados das Tabelas 7.5, 7.8 e 7.11 percebe-se que a ordem de

acurácia da quadratura pode ser aumentada em alguns casos. A quadratura de 4

pontos obtida por PCA-Opt3 possui 3ª ordem de acurácia e a de 6 pontos obtida por

PCA-CQMoM-Opt4 possui 4ª de acurácia. Como pode ser visto na Figura 7.5(f)
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Tabela 7.11: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição
bimodal com modos mesocúrtico e leptocúrtico (Eq. (7.4)) para momentos
até uma dada ordem, O, usando otimização para momentos até 3ª e 4ª
ordens.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (h)

PCA-Opt3(2×2) −14,49 −14,52 −14,44 −2,44 −1,92 0,004

PCA-Opt3(3×2) −15,56 −15,50 −15,60 −2,54 −2,01 0,21

PCA-Opt3(3×3) −6,53 −6,67 −6,78 −3,33 −2,61 2,47∗

PCA-Opt4(2×2) −8,69 −3,15 −3,09 −3,18 −2,40 0,13

PCA-Opt4(3×2) −9,24 −4,11 −4,22 −4,31 −3,37 0,64

PCA-Opt4(3×3) −6,52 −4,71 −4,82 −4,91 −3,20 2,85∗

PCA-CQMoMy2|y1-Opt4(3×2) −14,75 −14,78 −14,69 −14,69 −3,34 0,15

∗ Atingiu o número máximo de avaliações da função objetivo.

mı́nimas mudanças nos valores das abscissas foram necessárias para melhorar as

quadraturas obtidas pela PCA e PCA-CQMoM.

Entretanto, os resultados obtidos usando a PCA-Opt3 para 2 × 3 pontos de

quadratura são praticamente idênticos aos obtidos para 4 pontos de quadratura.

Os resultados obtidos por PCA-Opt3 para o caso de 3 × 3 pontos de quadratura

apresenta acurácia baixa, mostrando elevados erros mesmo para momentos de baixa

ordem. A inclusão de momentos de 4ª ordem na PCA-Opt4 gerou quadraturas

de baixa acurácia, a qual reconstrói os momentos de baixa ordem com erros não

despreźıveis. A quadratura de 3× 3 teve um elevado custo computacional e atingiu

o número máximo permitido de avaliações da função objetivo.

Distribuição multimodal Gaussiana

A Tabela 7.12 mostra os erros cumulativos dos momentos para as quadraturas usa-

das.

A PCA-Opt3 conseguiu novamente quadraturas de 4 pontos com 3ª ordem de

Tabela 7.12: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição
multimodal Gaussiana (Eq. (7.5)) para momentos até uma dada ordem,
O, usando otimização para momentos até 3ª e 4ª ordens.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (h)

PCA-Opt3(2×2) −14,74 −14,87 −14,74 −2,54 −1,99 0,0039

PCA-Opt3(3×2) −14,77 −9,77 −9,83 −2,87 −2,34 1,58

PCA-Opt3(3×3) −14,19 −6,32 −6,25 −2,86 −2,34 2,44∗

PCA-Opt4(2×2) −13,29 −3,01 −3,10 −3,12 −2,49 0,014

PCA-Opt4(3×2) −12,83 −12,98 −11,61 −11,34 −3,41 0,2

PCA-Opt4(3×3) −15,18 −7,69 −7,58 −7,46 −3,77 2,84∗

PCA-CQMoMy2|y1-Opt4(3×2) −12,75 −10,14 −10,02 −10,11 −3,07 0,48

∗ Atingiu o número máximo de avaliações da função objetivo.
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Tabela 7.13: Erro cumulativo log(εO) da reconstrução dos momentos da distribuição
bimodal com modos totalmente separados (Eq. (7.6)) para momentos até
uma dada ordem, O, usando otimização para momentos até 3ª e 4ª ordens.

Método log ε1 log ε2 log ε3 log ε4 log ε5 CPU (h)

PCA-Opt3(2×2) −15,68 −15,04 −15,07 −3,10 −2,66 0,0042

PCA-Opt3(3×2) −9,21 −9,36 −9,47 −3,35 −3,04 1,55

PCA-Opt3(3×3) −7,72 −6,16 −6,27 −3,09 −2,76 2,43∗

PCA-Opt4(2×2) −4,13 −4,28 −3,27 −3,35 −2,83 0,11

PCA-Opt4(3×2) −7,69 −6,23 −6,34 −6,42 −3,70 2,20∗

PCA-Opt4(3×3) −12,51 −12,29 −12,12 −12,21 −3,64 2,60

PCA-CQMoMy1|y2-Opt4(3×2) −10,81 −10,41 −10,43 −10,51 −3,57 1,64
∗ Atingiu o número máximo de avaliações da função objetivo.

acurácia. Bons resultados também foram obtidos usando ambos PCA-Opt4 e PCA-

CQMoM-Opt4 para a obtenção de quadraturas de 6 pontos que possuem acurácia

de 4ª ordem. A localização das abscissas são mostradas na Figura 7.6(f).

Distribuição bimodal com modos separados

Na Tabela 7.13 são mostrados os erros cumulativos dos momentos reconstrúıdos.

Similarmente aos resultados obtidos na seção anterior a PCA-Opt3 conseguiu uma

quadratura de 4 pontos com acurácia de 3ª ordem fazendo apenas pequenas mudan-

ças nos valores das abscissas, como pode ser visto na Figura 7.7(e).

Além disso, a PCA-CQMoM-Opt4 conseguiu quadraturas de 6 pontos que pos-

suem basicamente acurácia de 4ª ordem. As abscissas correspondentes são mostradas

na Figura 7.7(f). Nota-se que todas as abscissas encontram-se em regiões onde a

distribuição é não-nula.

Para esta distribuição, a PCA-Opt4 obteve uma quadratura de 4ª ordem

com 9 pontos de quadratura que é mais acurada que aquelas obtidas com PCA-

CQMoM3
(3×3) e PCA-CQMoM4

(3×3).

7.1.6 Conclusões - Inversão de Momentos Multivariados

De forma geral, o método DCPM mostrou ser de primeira ordem de acurácia e os

métodos PCA e ICA conseguiram acurácia de segunda ordem. Contudo, a ICA

demostrou ser uma metodologia mais robusta e mais acurada que a PCA em alguns

casos. O método TPM conseguiu quadraturas de 9 pontos de terceira ordem de

acurácia. Contudo, é um método pouco robusto. O CQMoM é bastante acurado e

consegue reproduzir todos os momentos usados na inversão. Por outro lado, também

apresentou problemas relacionados a falta de robustez. Os métodos combinados ou

h́ıbridos PCA-CQMoM e ICA-CQMoM herdaram a acurácia do CQMoM e foram

mais robustos.
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O uso de otimização global foi eficaz em aumentar a acurácia das quadraturas

obtidas pela PCA ou PCA-CQMoM. Porém, o elevado custo computacional envol-

vido faz com que essa estratégia só seja aplicável em métodos de momentos diretos,

os quais necessitam da inversão somente em sua inicialização.

Dessa forma, percebe-se que o problema de inversão de momentos multivariados

é complexo e é bastante relevante na solução de balanço populacional multivariado

usando métodos de momentos. O problema deixa de ser tão grave quando são usados

métodos de momentos diretos, como o DQMoM ou DQMoM-FC, sendo essa uma

conclusão a ser considerada na hora da escolha do método a ser usado em simulações

PB-CFD.

7.2 Simulações usando o DuQMoGeM

Os resultados a seguir foram publicados no trabalho de FAVERO e LAGE [265] e

apresentados em LAGE e FAVERO [266].

7.2.1 Procedimento Numérico

O cálculo das integrais multidimensionais que aparecem nas Equações 6.17 e 6.18

foi feito usando uma rotina para integração multidimensional adaptativa. Após

alguns testes com algumas rotinas dispońıveis na literatura, optou-se por usar a

rotina CUBATURE [267] pela sua eficiência e robustez. Essa rotina permite que se

especifique tolerâncias globais relativa e absolutas para o cálculo das integrais e usa

duas regras de cubatura entrelaçadas com graus 5 e 7 propostas originalmente por

GENZ e MALIK [268]. Para a integração unidimensional, essa rotina usa uma regra

de Gauss-Kronrod com 7 e 15 pontos de quadratura.

O sistema de equações diferenciais ordinárias dado pela Equação 6.16 foi resolvido

usando a rotina DASSLC [269] com tolerâncias relativas e absoluta iguais a 10−12.

A base polinomial usada na Equação 6.14 foi a polinomial de Laguerre [0,∞) com

funções peso ω(x) = e−x e ω̃(y) = e−y para ambas as variáveis e o pacote em

FORTRAN conhecido como ORTHOPOL [258] foi usado para gerar os coeficientes

de recorrência usados para calcular os polinômios até a ordem necessária para cada

caso.

Todos os cálculos foram executados em precisão dupla em uma máquina Intel

E5430 com 16GB de memória RAM usando sistema operacional Linux e compilador

GNU versão 4.1.2. Os tempos de CPU que serão apresentados foram obtidos pela

média de 3 rodadas.
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7.2.2 Caso bivariado com Agregação e Quebra - Caso

Teste 1

Considerando a Equação 6.13, admitiu-se que as duas propriedades internas são

aditivas, como por exemplo, a massa total da part́ıcula, x, e massa de um dos com-

ponentes, y, em um sistema composto por dois componentes. Admite-se também a

quebra sendo binária, uma frequência de quebra linear e uma frequência de agregação

constante:

ϑ(x, y) = 2, ∀(x, y), b(x, y) = x e a(x− x′, y − y′, x′, y′) = 0.1 (7.9)

A função densidade de probabilidade das filhas foi considerada uniforme em

relação a massa da part́ıcula, mas a concentração do soluto das part́ıculas filhas é

igual a concentração do soluto das part́ıculas mães, ou seja:

P (x, y | x′, y′) =
1

x′
H(x′ − x)δ

(
y − y′x

x′

)
(7.10)

Admitindo que a solução anaĺıtica da função distribuição é dada por f(x, y, t) =

(2− e−t)xye−x−y o termo fonte necessário para satisfazer a PBE é:

S(x, y, t) = xye(−x−y)

{
e−t − (2− e−t)

[
1

10
(2− e−t)

(
1

72
x2y2 − 1

)

+ 2x

(
x2 + y2 + 2xy + 2x+ 2y + 2

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3
− 1

2

)]} (7.11)

Neste caso a função densidade de probabilidade é representada exatamente pe-

los seus primeiros dois termos da expansão polinomial, que podem ser representa-

dos pelos momentos generalizados dados por µ
(φ,φ̃)
ij (t), i, j = 0, 1. Todos os ou-

tros momentos são iguais a zero. Os momentos anaĺıticos são dados como sendo

µ
(φ,φ̃)
ij (t) = (2 − e−t)µ

(φ,φ̃)
ij (0) os quais fornecem a condição inicial para a Equação

6.16 como cij = 1, i, j = 0, 1. Para que não se tenha interferência do termo fonte,

S(x, y, t), os momentos anaĺıticos do mesmo foram calculados no software MAPLE

v.12 [257] e alimentados diretamente no código.

Três diferentes valores de tolerâncias, 10−3, 10−5 e 10−7, foram usadas para

avaliar o acoplamento entre o DuQMoGeM e o pacote de integração adaptativa. Foi

necessária a especificação de um critério de acurácia baseada na tolerância absoluta

para proceder com a integração adaptativa, visto que várias das integrais do termo

de agregação e de quebra apresentam valor zero.

Na Figura 7.8 são apresentados os resultado obtidos. Percebe-se pela Figura

7.8(a) que os resultados obtidos para os momentos são bastantes bons, mesmo para
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Figura 7.8: Resultados para o caso teste 1: (a) Momentos generalizados e os correspon-
dentes erros absolutos usando tolerância absoluta de (b) 10−3, (c) 10−5 e (d)
10−7 no pacote CUBATURE.

a pior das tolerâncias usadas.

Nas Figuras 7.8(b), 7.8(c) e 7.8(d) são apresentados os erros absolutos dos mo-

mentos generalizados para os valores de tolerâncias iguais a 10−3, 10−5 e 10−7, res-

pectivamente. Pode-se ver que existe uma dependência do erro dos momentos com a

tolerância usada no cálculo das integrais multidimensionais dos operadores de que-

bra e agregação. Os tempos de CPU foram de 2,2, 24,4 e 279 segundos para as

tolerâncias de 10−3, 10−5 e 10−7, respectivamente.

7.2.3 Problema bivariado de Agregação pura com Modelo

Constante - Caso Teste 2

A PBE admitida é dada pelas Equações 6.13 e 6.17 desconsiderando-se o termos fon-

tes referentes ao fenômeno de quebra. Usando um modelo contante para a agregação,

a(x, y, x′, y′, t) = a0, GELBARD e SEINFELD [102] obtiveram a solução anaĺıtica

para a função densidade de probabilidade para diferentes condições iniciais. O caso

analisado neste trabalho possui condição inicial dada por:

f(x, y, 0) = e−(x+y) (7.12)
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que possui a seguinte solução anaĺıtica:

f(x, y, t) =
4

(t+ 2)2
e−(x+y)I0

(
2

√
t

t+ 2
xy

)
(7.13)

onde I0 é a função de Bessel de primeiro tipo modificada e de ordem zero. Neste

caso, os valores da variável interna crescem continuamente e a função densidade de

probabilidade tende a zero conforme o tempo aumenta. A dificuldade desse caso

decorre da aproximação da função I0 por uma base polinomial, quando as variáveis

x e y possuem valores elevados.

Um valor de tolerância absoluta de 5,0× 10−5 foi usado no pacote CUBATURE

para proceder com a integração multidimensional adaptativa. A condição inicial

para os coeficientes cij foi obtida da Equação 7.12, levando a valores de um para c00

e zero para todos os outros coeficientes. Os momentos da solução anaĺıtica foram

calculados analiticamente no pacote MAPLE v.12 [257] para se poder avaliar o erro

da solução numérica.

As Figuras 7.9(a), 7.9(b) e 7.9(c) mostram, respectivamente, os valores dos mo-

mentos generalizados e seus erros relativos e absolutos usando N = 2. O tempo de

CPU para este caso foi de 17,3 segundos. Devido à agregação, o número de part́ıcu-

las diminui e o valor médio da propriedade interna aumenta, como se pode perceber

pelos resultados, que mostram uma diminuição do momento de ordem zero e um

aumento dos momentos de primeira ordem, µ
(φ,φ̃)
01 = µ

(φ,φ̃)
10 .

A Figura 7.9(b) mostra que todos os quatro momentos generalizados foram ob-

tidos com boa acurácia, sendo os momentos de primeira ordem os que apresentam o

maior erro relativo. Por outro lado, a Figura 7.9(c) mostra que o momento µ
(φ,φ̃)
11 é

o que apresenta o maior erro absoluto, sendo o único que possui um erro maior que

a tolerância usada no pacote CUBATURE para valores elevados de tempo.

Os valores dos nove momentos generalizados e seus erros relativos e absolutos

são apresentados nas Figuras 7.10(a), 7.10(b) e 7.10(c), respectivamente, para o

DuQMoGeM usando N = 3. Como pode ser visto na Figura 7.10(a) os valores

dos momentos de maior ordem são bastante elevados. Esta simulação demandou

um esforço computacional elevado, necessitando de aproximadamente 4,4 horas de

CPU. Apesar da expansão funcional aumentar de 4 para 9 termos com o aumento

de N de 2 para 3, a quantidade de funções que devem ser integradas numericamente

(Equação 6.17) aumenta de 64 para 729. Outro motivo para este elevado tempo de

CPU se deve ao fato de que a maioria dessas integrais possuem valores próximos de

zero, tornando mais dif́ıcil a integração dessas funções.

As Figuras 7.10(b) e 7.10(c) mostram que, usando a mesma tolerância no pacote

CUBATURE, ambos os erros relativos e absolutos nos momentos generalizados são

maiores para N = 3 do que para N = 2. Isso provavelmente é devido à soma de erro
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Figura 7.9: Resultados para o caso teste 2 com N = 2: (a) momentos generalizados, (b)
erro relativo e (c) erro absoluto dos momentos usando tolerância absoluta
de 5,0× 10−5 no pacote CUBATURE.

numérico, visto que a quantidade de termos existentes na expansão do operador de

agregação aumenta de 16 para 81 termos usando N = 2 e N = 3, respectivamente.

Contudo, percebe-se que todos os momentos generalizados foram calculados com um

erro relativo menor que ε para t ≤ 10.

7.2.4 Problema bivariado de Agregação pura com Modelo

Aditivo - Caso Teste 3

Um problema de agregação com modelo aditivo é numericamente mais complicado

de resolver que o caso anterior que considerada um modelo constante. A PBE usada

aqui é idêntica àquela usada na seção anterior (Subseção 7.2.3), exceto pela forma

do modelo de agregação, o qual agora é dado por a(x, y, x′, y′, t) = (x + y) + (x′ +

y′). Recentemente, FERNÁNDEZ-DÍAZ e GÓMEZ-GARCÍA [270] desenvolveram

a solução anaĺıtica para este problema considerando a mesma condição inicial usada
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Figura 7.10: Resultados para o caso teste 2 com N = 3: (a) momentos generalizados, (b)
erro relativo e (c) erro absoluto dos momentos usando tolerância absoluta
de 5× 10−5 no pacote CUBATURE.

no caso anterior. A solução anaĺıtica é dada por:

f(x, y, t) = exp

(
−x− y − ϕt− (x+ y)(1− e−ϕt)

2

)
×
∞∑
k=0

[xy(x+ y)(1− e−ϕt)/2]k

(k + 1)!(k!)2

(7.14)

onde a série está relacionada à função hipergeométrica generalizada e ϕ representa

a massa total presente no sistema, a qual é constante durante a evolução temporal:

ϕ = µ10 + µ01 =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(x+ y)f(x, y) dx dy (7.15)

Usando ϕ = 2, com µ01 = µ10 = 1, a condição inicial para os coeficientes cij foi

obtida a partir da Equação 7.12, levando a mesma condição inicial usada no caso

teste 2.

Para este caso, a expansão da função densidade de probabilidade foi limitada aos

polinômios até uma dada ordem, sendo esta relacionada a máxima ordem desejada

nos momentos generalizados. Matematicamente, a expansão da PDF pode ser dada
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por:

f(x, y, t) ' ω(x)ω̃(y)
N−1∑
i=0

N−1−i∑
j=0

cijφi(x)φ̃j(y) (7.16)

Esta estratégia limita o número de coeficientes que deverão ser integrados nu-

mericamente, mostrando esta propriedade adicional do método DuQMoGeM como

sendo um método baseado em momentos. Para se ter uma ideia, o número de in-

tegrais multidimensionais a serem numericamente integradas para o caso de N = 3

é reduzida de 729 para 216 usando a expansão dada pela Equação 7.16, resolvendo

todos os momentos até segunda ordem.

Para este caso não se conseguiu uma solução anaĺıtica para os momentos gene-

ralizados usando o software MAPLE v.12 [257]. Usando a integração numérica da

Equação 7.14 no MAPLE, foi posśıvel obter alguns valores pontuais da solução para

t < 1. Na Figura 7.11 são mostrados os valores para N = 2 e N = 3 usando tole-

râncias de 10−3 e 10−4 para resolver as integrais multidimensionais usando o pacote

CUBATURE para ambos os casos.

A Figura 7.11(a) mostra que os valores dos momentos generalizados apresentam

uma boa concordância com os resultados obtidos pelo software MAPLE, mesmo no

caso de se usar a tolerância de 10−3. Os tempos de CPU para este caso foram de

0,92 e 4,38 segundos para as tolerâncias de 10−3 e 10−4, respectivamente.

Na Figura 7.11(b) são mostrados os resultados para o caso em que foi usado N =

3. Todos os momentos generalizados foram calculados com uma boa concordância

quando comparados aos valores anaĺıticos obtidos usando o MAPLE. No caso em

que foi usada a tolerância de 10−3 percebe-se que a solução desvia um pouco da

solução mais acurada para tempos próximos de 2. Isto mostra que o acúmulo de

erro durante a evolução temporal pode ser controlada com uma solução mais acurada

das integrais multidimensionais. O tempo de CPU para este caso foi de 1,81 e 8,92

minutos para as tolerâncias de 10−3 e 10−4, respectivamente.

7.2.5 Conclusões - DuQMoGeM

O uso de rotinas de integração automática no DuQMoGeM permitiu obter uma

solução acurada dos momentos da PBE em casos onde as integrais do termo fonte da

mesma não são bem aproximadas por quadraturas de poucos pontos. Isto possibilita

resolver a PBE de forma acurada em casos onde os modelos de quebra e agregação de

part́ıculas são funções complexas. Os resultados mostraram que é posśıvel controlar

o erro nos momentos a partir do valor da tolerância usada nas rotinas de integração

adaptativa.

Apesar da vantagem do método quanto a sua acurácia, o custo computacional
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Figura 7.11: Resultados para o caso teste 3 usando tolerâncias absolutas de 10−3 e 10−4

no pacote CUBATURE para um caso com (a) N = 2 e outro com (b)
N = 3.

mostrou ser seu ponto fraco, caso o objetivo seja aplicações envolvendo balanço

populacional heterogêneo. Dessa forma, considerando os recursos de processamento

atuais, o método ainda é inviável para ser aplicado em grandes simulações PB-

CFD. Alguns avanços mais recentes renovaram a esperança no método resolvendo a

integração adaptativa em placas de processamento gráfico (GPU) [149], porém, isso

não será considerado neste trabalho.

7.3 Simulações PB-CFD: Duto com Acidente

Parte dos resultados apresentados nesta seção foram submetidos para publicação em

FAVERO et al. [271] e apresentados em FAVERO et al. [272].

7.3.1 Definição dos Casos

O caso base usado tem como objetivo determinar o comportamento de emulsão de

água em óleo ao escoar por um sistema contendo um acidente – imitando o efeito

de uma válvula – a fim de se identificar a influência do mesmo sobre o processo.

Este tipo de aplicação acontece em refinarias no processo de dessalinização de óleo.

Nesse processo adiciona-se água doce à emulsão de água salgada em óleo e se escoa

a carga por uma válvula globo com finalidade de promover a mistura da água doce

com a água salgada dispersa no óleo.

Para reproduzir essas condições usou-se um duto de seção transversal quadrada

com 5 mm de lado e 200 mm de comprimento. Na parte central do duto, três

gavetas móveis, com seção quadrada de 5 mm de lado permitem a definição de

diferentes configurações geométricas para o acidente. Uma vista em perspectiva

da geometria, com foco na região central onde se localizam as gavetas móveis, é

ilustrada pela Figura 7.12(a). Na Figura 7.12(b) é ilustrado o aparato experimental
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Tabela 7.14: Parâmetros dos modelos de quebra e coalescência para os modelos homo-
gêneo e heterogêneo [2].

Parâmetro Homogêneo Heterogêneo

Cc 0,0105 0,01

Ce 0,00 0,01

Cb 0,0106 0,01

ϑ 26,9 30,0

usado para obtenção dos dados experimentais e na Figura 7.12(c) é mostrada uma

vista esquemática detalhando as dimensões da geometria.

A aquisição dos dados experimentais foi feita no Núcleo de Separadores Com-

pactos do Instituto de Engenharia Mecânica de Itajubá nos trabalhos de SILVA

et al. [273, 274]. Os experimentos consistiram de até 5 réplicas para cada um dos

diferentes cenários onde variava-se a abertura das gavetas, a concentrações de água

no óleo e a vazão nominal utilizada. Os resultados experimentais obtidos forneciam

informação da distribuição numérica e de tamanho de gotas antes e após o acidente,

da vazão, da diferença de pressão, da temperatura e do posicionamento das gavetas.

Além disso, também foram efetuadas medidas de massa espećıfica e viscosidade do

óleo, fração mássica de água no óleo e tensão interfacial entre o óleo e a água para

a faixa de temperatura de operação.

Usando esse conjunto de dados experimentais, MITRE et al. [2] estudaram a

evolução da distribuição de tamanho de gotas em emulsões de água em óleo e desen-

volveram os modelos para os processos de quebra e coalescência de gotas descritos

anteriormente na Seção 6.6. Dentre as opções de modelos para eficiência de coales-

cência propostas por MITRE et al. [2], escolheu-se o modelo de interface deformável

e parcialmente móvel, por ser um dos modelos que conseguiu bons resultados.

Os valores dos parâmetros dos modelos de quebra e coalescência usados nas

simulações de balanço populacional homogêneo e heterogêneo estão especificados na

Tabela 7.14. Para o caso homogêneo a eficiência de coalescência pôde ser assumida

constante [2]. Por outro lado, a eficiência de coalescência é importante nas simulações

de balanço populacional heterogêneo, onde a taxa de dissipação de energia cinética

turbulenta varia bastante nas diferentes regiões da geometria. Como as simulações de

balanço populacional homogêneo mostraram ser pouco senśıveis para a estimativa

do parâmetro Ce, MITRE et al. [2] assumiram um valor fixo para o mesmo e, a

partir disto, estimaram os outros parâmetros usando otimização. Os valores dos

parâmetros colocados na Tabela 7.14 foram obtidos de MITRE et al. [2] e foram

aproximados para valores arredondados, considerando a margem de erro dos mesmos.

Tal qual em MITRE et al. [2], usou-se a constante de Hamaker A = 0.6× 10−20 J.

Dos casos experimentais reportados por MITRE et al. [2], 5 deles foram selecio-

nados para serem simulados. Os casos escolhidos representam a melhor (pt6g7), a
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(a) (b)

(c)

Figura 7.12: Definição da seção de testes: (a) vista em perspectiva da região das gavetas
móveis, (b) aparato experimental e (c) visão esquemática com detalhes
das dimensões da geometria para uma abertura de gaveta igual à H. Os
parâmetros L1, L2, L3, L4 e L5 correspondem à 200, 2, 3, 5 e 1 milimetro
(mm), respectivamente. As Figuras (a) e (b) foram extráıdas de MITRE
[1].
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Tabela 7.15: Resumo das caracteŕısticas dos casos usados.

Parâmetro Caso

[2] pt2g4 pt4g13 pt6g7 pt7g2 pt9g11

Q [cm3/s] 81,8 56,8 32,4 82,0 57,22

H [mm] 2,5 1,0 0,5 1,0 2,5

rd [–] 0,1296 0,1292 0,0717 0,0736 0,0734

Remax [–] 1358,01 883,12 385,54 1252,91 1041,35

∆p [kgf/cm2] 3,48 2,45 1,53 4,67 1,74

t́ıpica (pt4g13), a não usual (pt7g2) e as piores (pt2g4 e pt9g11) concordâncias entre

as predições do modelo de balanço populacional homogêneo e os dados experimentais

da distribuição do tamanho de gotas.

As caracteŕısticas desses casos estão resumidas na Tabela 7.15 e a Figura 7.13

ilustra as distribuições volumétricas do tamanho de gotas (F ) antes (“in”) e depois

(“out”) do acidente para os casos pt6g7 e pt9g11, onde “exp” é referente às curvas

das medidas experimentais e “sim” às curvas reproduzidas através de otimização.

As propriedades f́ısicas dos fluidos para os casos analisados estão na Tabela 7.16.

A variação das propriedades f́ısicas se deve principalmente às diferenças de tempe-

ratura durante a realização dos experimentos.

A turbulência no escoamento é gerada predominantemente pelo acidente e uma

geometria 2D foi considerada para o caso do balanço populacional heterogêneo.

Essa aproximação é permitida pela geometria do acidente e leva a uma elevada

economia do custo computacional da simulação. Desta forma, ela foi adotada sem

uma validação formal. O modelo de turbulência de dupla-camada apresentado na

Seção 6.7 foi usado em todas as simulações e considerou-se transferência integral

de flutuação turbulenta da fase cont́ınua para a fase dispersa, usando o modelo a

zero-equação dado pela Equação 2.16 com Ct = 1. Outros modelos de turbulência
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Figura 7.13: Distribuição volumétrica do tamanho das gotas, F , antes (“in”) e depois
(“out”) do acidente para os casos (a) pt6g7 e (b) p9g11. Na legenda usada
“exp”se refere às curvas das medidas experimentais e“sim”às curvas obtidas
através de otimização [1].
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Tabela 7.16: Propriedades f́ısicas.

Casos pt2g4 pt4g13 pt6g7 pt7g2 pt9g11

ρw [kg/m3] 985,00 985,32 986,59 985,40 985,35

νw [mm2/s] 0,469 0,477 0,512 0,479 0,478

ρo [kg/m3] 865,0 865,0 865,0 865,0 865,0

νo [mm2/s] 12,0 12,8 16,8 13,1 11,0

σ [g/s2] 22,0 22,2 23,0 22,3 22,2

também foram testados, contudo, não apresentaram resultados satisfatórios. Uma

comparação de resultados obtidos usando diferentes modelos de turbulência pode ser

vista no Apêndice E. As forças interfaciais consideradas foram arrasto, sustentação e

massa virtual. O coeficiente de arrasto foi calculado usando o modelo de SCHILLER

e NAUMANN [37] para part́ıculas esféricas e os coeficientes de sustentação e massa

virtual forma considerandos constantes, onde CL,α = CMV,α = 0,5.

7.3.2 Procedimento Numérico

O método de Euler impĺıcito (primeira ordem) foi usado para a discretização tem-

poral e uma condição inicial nula foi especificada para a pressão, a velocidade e as

variáveis do modelo de turbulência. A condição inicial para os pesos e abscissas fo-

ram obtidas invertendo-se os momentos da distribuição numérica de gotas medidas

na seção anterior ao acidente.

As condições de contorno para as variáveis envolvidas estão descritas na Tabela

7.17. A inversão de momentos foi feita usando o algoritmo Chebyshev modificado

[258], um método bastante eficiente e robusto para resolver o sistema de equações

dado por:

µk =
N∑
α=1

wαv
k
α, k = 0, . . . , 2N − 1 (7.17)

O valor na entrada (inlet) da energia cinética turbulenta e da taxa de dissipação

da mesma foram calculados, respectivamente, por:

k0 =
3

2
(|u0| I)2 (7.18)

ε0 = C
3
4
µ
k

3
2
0

l
(7.19)

onde I é a intensidade turbulenta, l = 0,07 dh é uma escala de comprimento asso-

ciada a turbulência e dh é o diâmetro hidráulico do duto. É comum usar I = 1%

para escoamentos com baixa turbulência, I = 5% para escoamentos com turbulência

intermediaria e I = 10% a I = 20% para escoamentos com elevada turbulência.

Neste trabalho, usou-se o esquema linear upwind limitado de 2ª ordem para os
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Tabela 7.17: Condições de contorno.

Variável Entrada (Inlet) Sáıda (Outlet) Parede (Wall)

p n · ∇p = 0 0 [Pa] n · ∇p = 0

u
valor fixo

n · ∇u = 0 0 [m/s]
uniforme

k0
Eq. 7.18

n · ∇k = 0 0 [m2/s2]
com I = 1%

ε0
Eq. 7.19

n · ∇ε = 0 n · ∇ε = 0
com dh = 5 mm

vα, mα
valor fixo n · ∇wα = 0 n · ∇wα = 0

wα uniforme n · ∇vα = 0 n · ∇vα = 0

(Eq. 7.17) n · ∇mα = 0 n · ∇mα = 0

termos advectivos da equação de conservação de quantidade de movimento e do

modelo de turbulência e o esquema de alta resolução Minmod de 1/2ª ordem [173]

para advecção dos momentos. Estes esquemas são mais acurados que o esquema

upwind e previnem a obtenção de soluções espúrias ou com oscilações. Os operado-

res gradiente e Laplaciano foram avaliados usando os esquemas Gauss linear de 2ª
ordem.

O sistema linear de equações resultante da discretização espacial foi resolvido

usando o método dos gradientes conjugados (CG) com precondicionador multi-grid

algébrico (AMG) para a pressão, PBiCG com precondicionador ILU para as variá-

veis do modelo de turbulência e BiCGstab com precondicionador Cholesky para as

outras variáveis [180, 184–186]. As tolerâncias relativas usadas no OpenFOAM para

resolver o sistema linear de equações resultante da discretização espacial para as va-

riáveis relacionadas à conservação de quantidade de movimento, à turbulência e ao

balanço populacional foram fixadas em zero. Por outro lado, as tolerâncias absolutas

usadas foram de 10−9 para solução da pressão, 10−7 para velocidade e variáveis da

turbulência e 10−10 para os pesos e abscissas [168]. Considerando que foi simulado

o processo transiente de preenchimento do duto com fase dispersa, estabeleceu-se

um critério para verificar quando o estado estacionário seria atingido. O critério

usado considera que as variáveis devem apresentar mudanças despreźıveis durante 2

tempos de residência hidrodinâmicos na seção de teste.

Devido ao problema de rigidez numérica (stiffness) relacionado à solução da PBE,

usou-se a técnica de sub-ciclos (sub-cycling) para integração temporal das equações

do DQMoM e DQMoM-FC. Nas simulações que serão apresentadas, o uso de 2 a 5

sub-ciclos foram suficientes para garantir a estabilidade numérica. O sistema linear

do DQMoM e do DQMoM-FC foram resolvidos usando a rotina de decomposição em

valores singulares (SVD - Apêndice D) obtida de PRESS et al. [259]. Esse método

mostrou ser computacionalmente eficiente e tem a vantagem de conseguir resolver
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Tabela 7.18: Tempo de residência e valor médio da energia de dissipação turbulenta
global usadas nas simulações de balanço populacional homogêneo.

Caso pt2g4 pt4g13 pt6g7 pt7g2 pt9g11

tres [ms] 2,90 3,52 5,78 2,44 4,14

〈ε0〉 [105 m2/s3] 1,33 0,775 0,297 2,15 0,47

problemas com mau condicionamento, que eventualmente podem surgir em algumas

células da geometria discretizada.

O diâmetro médio de Sauter e o diâmetro médio volumétrico ou DeBrouckere

foram calculados a partir dos valores dos diâmetros dα (Equação 6.2) conforme:

dS = d32 =

∑N
α=1 d

3
αwα∑N

α=1 d
2
αwα

(7.20)

dDB = d43 =

∑N
α=1 d

4
αwα∑N

α=1 d
3
αwα

(7.21)

O valor “bulk” médio de uma variável genérica ψα foi calculado como sendo:

ψbulk =

∫
S

uα · nψα dA∫
S

uα · n dA
(7.22)

onde S representa a área seccional na qual a variável é integrada.

7.3.3 Simulação do modelo homogêneo

Nas simulações analisadas nessa seção os métodos DQMoM e DQMoM-FC são, por

definição, iguais, visto que não são considerados os termos advectivo e difusivo.

Os objetivos dessas simulações foram: (i) validar a implementação do DQMoM-

FC, comparando os resultados com os obtidos pelo MoC; (ii) analisar o número de

pontos de quadratura necessários no DQMoM-FC e (iii) verificar o efeito do uso de

momentos de ordem inteira (mp = 1) ou fracionária (mp = 1/3), sendo o volume da

gota a variável interna.

Dois e três pontos de quadratura foram considerados conduzindo a conservação

do conjunto de momentos dado por {µk×mp}, k = 0, . . . , 2N − 1.

O tempo de residência, tres, e o valor médio da energia de dissipação turbulenta

global 〈 ε0 〉, foram calculados pela Equações 6.64 e 6.62, respectivamente, e estão

discriminados na Tabela 7.18 para os 5 casos analisados.

As Figuras 7.14(a), 7.14(b), 7.14(c), 7.14(d) e 7.14(e) ilustram os resultados para

o diâmetro médio de Sauter, d32, para os casos pt2g4, pt4g13, pt6g7, pt7g2 e pt9g11,

respectivamente. A solução obtida com o DQMoM-FC pode ser comparada com a

do MoC, obtida por MITRE et al. [2], e com os dados experimentais. Percebe-se que

a solução obtida é praticamente igual usando 2 ou 3 pontos de quadratura. Porém,
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Tabela 7.19: Erros relativos dos diâmetros médios d32 e d43 para o caso homogêneo. Os
dados experimentais foram obtidos de MITRE et al. [2].

Método N mp

Casos

pt2g4 pt4g13 pt6g7 pt7g2 pt9g11

%E(d32)

MoC 8,95 37,2 1,45 17,5 43,99

DQMoM-FC 2 1 13,9 8,45 22,5 8,18 10,11

DQMoM-FC 3 1 11,8 11,0 21,3 7,25 11,19

DQMoM-FC 2 1/3 10,4 39,1 0,89 18,7 42,34

DQMoM-FC 3 1/3 10,9 40,6 0,48 19,1 41,92

Método N mp %E(d43)

MoC 18,0 7,87 5,69 0,62 18,25

DQMoM-FC 2 1 47,3 30,3 37,8 37,2 29,98

DQMoM-FC 3 1 41,6 23,5 34,5 34,0 26,66

DQMoM-FC 2 1/3 14,5 12,3 3,33 3,86 14,75

DQMoM-FC 3 1/3 16,0 10,9 7,53 3,25 13,27

somente o caso que usa momentos fracionários consegue uma solução que apresenta

boa concordância com o MoC.

Os resultados para o diâmetro médio de DeBrouckere, d43, estão mostrados nas

Figuras 7.15(a), 7.15(b), 7.15(c), 7.15(d) e 7.15(e), para os casos pt2g4, pt4g13,

pt6g7, pt7g2 e pt9g11, respectivamente, e levam a mesma conclusão feita anterior-

mente para a análise do d32.

Um erro relativo foi calculado para melhor quantificar as diferenças entre os

valores simulados e os valores experimentais. O erro foi definido como:

%E(y) =
|y − yexp|
yexp

· 100% (7.23)

onde y é o valor simulado de uma variável arbitrária após transcorrido um tempo

de residencia e yexp é o valor experimental dessa mesma variável medida na sáıda da

seção de testes (outlet).

Os erros relativos para os diâmetros médios estão descritos na Tabela 7.19. Pode-

se observar que os erros do DQMoM-FC com mp = 1/3 usando ambos N = 2 ou

N = 3 pontos de quadratura já são comparáveis aos erros do MoC [2]. O diâmetro

médio de DeBrouckere é melhor estimado para os casos pt6g7 e pt7g2. Por outro

lado, o diâmetro médio de Sauter é melhor estimado para os casos pt6g7 e pt2g4.

Uma concordância muito ruim do d32 é observada para o caso pt4g13. Por fim o

caso pt9g11 apresentou resultados ruins tanto para o d32 quanto para o d43 .

A partir dos resultados apresentados é posśıvel concluir que, ao menos para o

caso homogêneo, o DQMoM-FC usando momentos de ordem fracionária (mp = 1/3)

conseguiu resultados comparáveis ao MoC usando somente dois pontos de quadra-
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Figura 7.14: Resultado experimental para o diâmetro médio de Sauter (d32) antes e
depois do acidente e comparação com resultados obtidos com o MoC e
DQMoM-FC com 2 e 3 pontos de quadratura usando momentos inteiros e
fracionários.
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Figura 7.15: Resultado experimental para o diâmetro médio de DeBrouckere (d43) antes
e depois do acidente e comparação com resultados obtidos com o MoC e
DQMoM-FC com 2 e 3 pontos de quadratura usando momentos inteiros e
fracionários.
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Tabela 7.20: Valores dos momentos até sétima ordem para a distribuição numérica de
gotas obtidos da distribuição volumétrica de tamanhos de gotas (Figura
7.13(b)) para a seção anterior e posterior ao acidente e para o caso pt9g11.

Momento Seção anterior Seção Posterior

µ0 3,386× 1012 9,844× 1014

µ1 0,073 0,073

µ2 2,108× 10−14 5,846× 10−16

µ3 1,014× 10−26 1,341× 10−29

µ4 5,898× 10−39 4,297× 10−43

µ5 3,789× 10−51 1,563× 10−56

µ6 2,582× 10−63 6,024× 10−70

µ7 1,824× 10−75 2,392× 10−83

tura, N = 2.

Deve ser dito ainda que, devido ao número médio de gotas formadas pelos even-

tos de quebra ser bastante elevado, ϑ ≈ 27, a distribuição de tamanhos varia muito

rapidamente sob condições favoráveis de quebra, deixando o problema bastante ŕı-

gido (stiff ). Isso foi observado principalmente quando foi aumentada a quantidade

de pontos de quadratura. Nesse caso, foi necessário usar passos de tempo bastante

reduzidos para manter o problema numericamente estável. Outra questão a se consi-

derar é que a distribuição é bastante estreita e a inversão dos seus momentos gera um

ponto de quadratura com peso muito elevado, carregando a maior parte da informa-

ção, e os outros pontos de quadratura possuem pesos muitos baixos, sendo facilmente

contaminados por erros numéricos durante a evolução temporal da solução. Por

exemplo, os momentos inteiros da distribuição numérica de gotas, necessários para

uma discretização de 4 pontos de quadratura, para o caso pt9g11 possuem os valores

dados na Tabela 7.20, para a seção anterior e posterior ao acidente. Percebe-se que

os valores dos momentos acima de terceira ordem já são bastante pequenos.

Invertendo-se o conjunto de momentos da seção anterior ao acidente (Tabela

7.20) usando o algoritmo de Chebyshev modificado, [258] obtêm-se a discretiza-

ção da distribuição numérica de gotas dada na Tabela 7.21. Como se pode notar,

existe uma abscissa com peso muito elevado comparado às outras. Por exemplo,

w1/
∑N=4

α=1 wα = 0,92 enquanto w4/
∑N=4

α=1 wα = 0,0038, exemplificando a questão

discutida anteriormente.

Os resultados obtidos possibilitam validar o DQMoM-FC (Seção 6.5) e os mo-

delos de quebra e coalescência de gotas (Seção 6.6) implementados no OpenFOAM.

Os desvios apresentados pelo DQMoM-FC em relação ao MoC podem ser atribúı-

dos aos diferentes métodos de integração temporal utilizados e também ao cálculo

das integrais dos termos de quebra e principalmente de coalescência, visto a baixa

quantidade de pontos de quadratura que é usada no cálculo das mesmas. Cabe lem-

brar também que o MoC consegue baixa acurácia no cálculo dos momentos de alta
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Tabela 7.21: Valores dos pesos (wα) e abscissas (vα) para uma discretização de 4 pontos
de quadratura usando os momentos da seção anterior ao acidente dados na
Tabela 7.20.

α vα [m3] wα [m−3]

1 4,025× 10−15 3,122× 1012

2 1,434× 10−13 1,976× 1011

3 4,264× 10−13 5,336× 1010

4 7,468× 10−13 1,303× 1010

ordem.

7.3.4 Comparação entre DQMoM e DQMoM-FC

O intuito dessa análise é mostrar que o DQMoM não é conservativo. Os resultados

apresentados correspondem à solução em estado estacionário para o caso pt9g11

usando uma malha computacional estruturada composta de 12k células hexaédricas.

A dispersão de gotas foi considerada com Scturb = 1 e foi usado o conjunto de

momentos dado por {µk/3}, k = 0, . . . , 2N − 1. Na Figura 7.16 é ilustrada a malha

computacional na região do acidente.

Após atingir o estado estacionário, o valor bulk (Equação 7.22) da fração total

de fase dispersa na sáıda do canal deve ser igual ao valor da entrada do mesmo,

para que seja respeitada a conservação de massa. Os valores obtidos para rd usando

o DQMoM foram de 0,17 e 0,14 para N = 2 e N = 3, respectivamente. Como

pode ser visto, as diferenças existentes entre os dois casos são apreciáveis. Contudo,

em nenhum dos casos, a fração de fase dispersa é conservada, já que rd = 0,073

na entrada do canal. As Figuras 7.17(a) e 7.17(b) mostram os gráficos de contorno

de rd usando 2 e 3 pontos de quadratura no DQMoM, respectivamente. Nessas

figuras fica evidente o problema do DQMoM ser não-conservativo em simulações de

balanço populacional heterogêneo. O problema ocorre na região do acidente, onde

existe uma intensa quebra de gotas e o DQMoM prevê erroneamente uma geração

de fração de fase dispersa.

Para mostrar que o problema da não-conservação está atrelado ao método, ou

seja, ao DQMoM, e não à quantidade de pontos de quadratura usados, o mesmo

Figura 7.16: Ilustração da malha na região do acidente.

128



(a)

(b)

Figura 7.17: Fração volumétrica da fase dispersa obtida com o DQMoM para (a) N = 2
e (b) N = 3 pontos de quadratura.

Figura 7.18: Fração volumétrica da fase dispersa obtida com o DQMoM-FC para N = 2.

caso foi simulado com o DQMoM-FC usando 2 pontos de quadratura. A Figura

7.18 ilustra o gráfico de contorno de rd e, como pode ser visto, não é mais observada

a geração de fase dispersa na região do acidente nem o aumento da fração de fase

dispersa na região posterior ao acidente. De fato, o valor bulk de rd na sáıda do

canal é igual ao da entrada a menos de pequenas perturbações numéricas.

Os resultados apresentados são suficientes para concluir que o DQMoM-FC é que

deve ser usado em problemas envolvendo balanço populacional heterogêneo.

7.3.5 Simulação PB-CFD usando o DQMoM-FC

Nesta seção são mostrados os resultados obtidos com o DQMoM-FC para os casos

pt2g4, pt4g13, pt6g7 e pt7g2. Levando em conta os resultados obtidos no caso
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homogêneo, foi usado o conjunto de momentos fracionários {µk/3}, k = 0, . . . , 2N −
1. Os casos pt4g13 e pt6g7 foram simulados usando 2 e 3 pontos de quadratura.

Contudo, não foram verificadas diferenças apreciáveis nas predições dos diâmetros

médios de Sauter e DeBrouckere, tal qual ocorreu nas simulações de PB homogêneo.

Levando isso em conta, somente os resultados para N = 2 são apresentados.

Análise do Estado Estacionário e Convergência de Malha

Os resultados para verificação de estado estacionário e convergência de malha foram

obtidos em quatro seções da geometria, definidas como A, B, C e D na Figura 7.12(c).

Esta análise foi feita desconsiderando o efeito de dispersão de gotas (Scturb →∞).

O estado estacionário foi verificado analisando-se a fração de fase e os diâmetros

médios de Sauter e DeBrouckere. O caso pt6g7 foi o que levou mais tempo para

chegar ao estado estacionário. A variável que mais demorou para atingir o estado

estacionário foi a fração de fase, rd. Na situação mais cŕıtica, ou seja, caso pt6g7

e variável rd, o estado estacionário foi obtido com diferenças menores que 0.2%,

comparando os resultados no decorrer de um tempo de residência hidrodinâmico na

seção de teste.

A Figura 7.19 ilustra o valor médio bulk (Eq. 7.22) obtido na seção D (outlet)

para os diâmetros médios de Sauter e DeBrouckere e para a fração volumétrica de

fase dispersa ao longo de 2 tempos de residência hidrodinâmico e para o caso pt6g7.

Como pode ser visto, os resultados são praticamente idênticos para todos os instantes

mostrados.

A análise de convergência de malha foi feita considerando os resultados em estado

estacionário. Três diferentes malhas foram usadas para cada um dos casos. A Tabela

7.22 mostra os valores médios e máximos de y+ (Equação 6.66) para as diferentes

malhas e casos. Como pode ser visto, mesmo para a malha mais grossa, os valores

de y+ médios são inferiores a 2,5 para todos os casos. Para a malha mais fina os

valores de y+ médios estão em torno de 1 para todos os casos. Esses valores baixos

de y+ são desejáveis para o modelo de turbulência de dupla-camada usado, visto

que isso permite resolver a subcamada laminar do escoamento e não há necessidade

de se usar funções de parede.

O caso pt6g7 mostrou-se o pior dentre os casos analisados para a convergência

em malha. As Figuras 7.20(a), 7.20(b), 7.20(c) e 7.20(d) ilustram os perfis das

componentes de velocidade uy e uz, da energia cinética turbulenta e da taxa de

dissipação de energia cinética turbulenta, respectivamente, obtidos nas seções A e

B mostradas na Figura 7.12(c) para o caso pt6g7. Nessas seções existem grandes

gradientes nas variáveis analisadas. Os resultados mostram uma boa concordância

para os perfis de velocidade. Por outro lado, os perfis de k e ε mostram uma

concordância razoável e percebe-se que os resultados obtidos com a malha 3 estão
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Tabela 7.22: Caracteŕısticas das malhas usadas nas simulações.

Caso Malha N o células y+ médio y+ máximo

pt2g4

1 20k 2,44 7,04

2 40k 1,86 6,35

3 80k 1,10 4,51

pt4g13

1 20k 1,82 6,11

2 40k 1,44 5,28

3 80k 0,86 3,74

pt6g7

1 20k 1,12 4,84

2 40k 0,87 4,27

3 80k 0,54 2,93

pt7g2

1 20k 2,32 7,24

2 40k 1,84 6,20

3 80k 1,07 4,24

entre os das malhas 1 e 2.

As Figuras 7.21(a), 7.21(b) e 7.21(c) mostram os perfis de fração volumétrica to-

tal de fase dispersa e os diâmetros médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente,

obtidos ao longo da seção D para o caso pt6g7. Percebe-se que existem diferenças

apreciáveis entre os perfis, principalmente para a fração de fase. Entretanto, a dife-

rença dos valores médios bulk na seção D são aceitáveis, sendo em torno de 0,04%,

2% e 3,5% comparando-se as malhas 2 e 3 para rd, d32 2 d43, respectivamente. Cabe
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turbulenta e (d) taxa de dissipação de energia cinética turbulenta obtidos
ao longo das seções A e B.

lembrar que, apesar da diferença observada nos perfis da fração volumétrica da fase

dispersa entre as diferentes malhas, o seu valor bulk é igual entre elas, a menos de

erros numéricos, visto que em estado estacionário essa propriedade é necessária para

garantir a conservação de massa. De fato, as diferenças de rd entre as malhas 1 e 2

em relação a malha 3 estão na ordem de 10−4.

Os resultados mostrados anteriormente correspondem a pior situação. Para os

casos pt2g4, pt4g13 e pt7g2 obteve-se resultados mais concordantes entre as diferen-

tes malhas. Por exemplo, na Figura 7.22 é ilustrado os perfis de rd e dos diâmetros

médios para o caso pt4g13. Os resultados mostram uma boa concordância entre as

diferentes malhas. Levando-se em conta os resultados obtidos e o balanço custo-

benef́ıcio entre acurácia versus custo computacional, a malha 2 é a que se mostra

mais adequada. Os resultados apresentados daqui em diante foram todos obtidos

nessa malha.

Análise do Escoamento Multifásico Polidisperso

Uma análise do escoamento será apresentada somente para o caso pt6g7. Esse caso

foi o que se mostrou mais dif́ıcil de convergir. Por outro lado, foi o caso em que o
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Figura 7.21: Fração volumétrica da fase dispersa e diâmetros médios de Sauter e De-
Brouckere obtidos ao longo da seção D para o caso pt6g7.

modelo homogêneo obteve os melhores resultados.

A Figura 7.23(a) ilustra o gráfico de contorno para a pressão, mostrando que

existe uma grande queda de pressão no acidente. Na Figura 7.23(b) é posśıvel

observar as altas velocidades existentes nessa região devido ao estreitamento do

canal e, como consequência, são observadas altas taxas de dissipação de energia

turbulenta, como mostra a Figura 7.23(c). Na Figura 7.23(d) pode-se observar que

a viscosidade cinemática turbulenta atinge valores bastantes elevados somente na ou

logo após a região do acidente.

As Figuras 7.24(a) e 7.24(b) mostram, respectivamente, as frequências de coa-

lescência e de quebra para a classe de gotas de menor tamanho. Para esta classe

de gotas, percebe-se que ocorre coalescência e quebra na região do acidente. Já as

Figuras 7.24(c) e 7.24(d) mostram, respectivamente, as frequências de coalescência

e de quebra para a classe de gotas de maior tamanho. A coalescência dessa classe

de gotas acontece principalmente nas regiões anterior e posterior ao acidente. Esse

comportamento é causado pelo modelo de eficiência de coalescência. Isso mostra

que apesar das colisões de gotas serem elevadas na região do acidente, elas não são

efetivas. Por outro lado, a quebra de gotas acontece principalmente no acidente,

onde são observados os valores mais elevados da taxa de dissipação de energia ciné-
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Figura 7.22: Fração volumétrica da fase dispersa e diâmetros médios de Sauter e De-
Brouckere obtidos ao longo da seção D para o caso pt4g13.

tica turbulenta. Dessa forma, percebe-se que os fenômenos de quebra e coalescência

ocorrem em regiões distintas.

A Figura 7.25 mostra as frações volumétricas e os diâmetros das duas fases

consideradas. Como pode ser visto nas Figuras 7.25(a) e 7.25(b), os perfis de fração

de fase são bastante heterogêneos na região posterior ao acidente, existindo retenção

de gotas em algumas regiões. Analisando os diâmetros de cada fase ilustrados pelas

Figuras 7.25(c) e 7.25(d), fica evidente que existe uma intensa quebra de gotas na

região do acidente.

Todos os resultados mostrados anteriormente nesta subseção foram obtidos

negligenciando-se a dispersão de gotas (Scturb → ∞). As Figuras 7.26(a) e 7.26(b)

mostram, respectivamente, os perfis de fração volumétrica total de fase dispersa ne-

gligenciando e considerando a dispersão de gotas com Scturb = 1. Como pode ser

visto, a inclusão da dispersão de gotas eliminou a heterogeneidade da fração de fase

dispersa na região posterior ao acidente.

As Figuras 7.27(a) e 7.27(b) mostram, respectivamente, os resultados dos diâme-

tros médios de Sauter para simulações negligenciando e considerando a dispersão de

gotas, enquanto nas Figuras 7.27(c) e 7.27(d) são apresentados esses mesmos resul-

tados para o diâmetro médio de DeBrouckere. Percebe-se que existe um escoamento
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 7.23: Campos estacionários para (a) p, (b) um = (1− rd)u0 +
∑N

α=1 rαuα (velo-
cidade média da mistura), (c) ε0 e (d) νt0 na região rente ao acidente.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 7.24: Campos estacionários das frequências de (a) coalescência e (b) quebra para
a classe de gotas menores e (c) coalescência e (d) quebra para a classe de
gotas maiores.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 7.25: Frações volumétricas da fase dispersa das (a) menores e (b) maiores gotas
e diâmetros das (c) menores e (d) maiores gotas.
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(a)

(b)

Figura 7.26: Fração volumétrica total de fase dispersa das simulações (a) negligenciando
e (b) considerando a dispersão de gotas.

heterogêneo para o caso em que a dispersão de gotas não foi considerada, com gotas

maiores escoando no centro do canal.

Os resultados também mostram que no caso em que foi considerada a dispersão

de gotas existe um escoamento praticamente homogêneo dos diâmetros médios após

o acidente. É posśıvel se observar também gotas com diâmetros elevados no vórtice

formado logo após o acidente. Isto acontece porque a coalescência é maior nessa

região, como foi mostrado anteriormente na Figura 7.24(c).

Comparação com Dados Experimentais

A Tabela 7.23 mostra os diâmetros médios de Sauter e DeBrouckere experimentais

e seus valores bulk na sáıda do canal preditos nas simulações negligenciando e con-

siderando a dispersão de gotas. Como pode ser visto, todos os valores de diâmetros

médios foram superestimados.

Contudo, a dispersão de gotas provocou uma diminuição nos valores dos diâme-

tros médios, melhorando a concordância com os dados experimentais. Isso ocorre

porque a coalescência diminui, devido à sua dependência quadrática em relação à

distribuição numérica de gotas, f .
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 7.27: Perfis dos diâmetros médios de Sauter para as simulações (a) negligenci-
ando e (b) considerando a dispersão de gotas e dos diâmetros médios de
DeBrouckere (c) negligenciando e (d) considerando a dispersão de gotas.
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Tabela 7.23: Diâmetros médios, em µm, experimentais e seus valores bulk simulados.

Caso

Experimental Simulado - sáıda do canal

Entrada Sáıda Sim. Sct →∞ Sim. Sct = 1.0

d32 d43 d32 d43 d32 d43 d32 d43

pt2g4 48.3 108.5 10.2 18.0 13.4 18.5 12.5 18.0

pt4g13 64.2 117.9 10.4 17.5 17.4 23.8 16.1 22.8

pt6g7 74.6 139.5 20.5 28.0 21.6 30.0 20.2 28.8

pt7g2 16.4 23.4 6.98 10.7 9.17 12.4 8.62 12.1

Apesar dos diâmetros médios terem sido superestimados, os erros em suas predi-

ções foram aceitáveis quando comparados com a mudança de seus valores provocada

pelo acidente. Esse desvio relativo foi calculado, para uma variável genérica y, como

sendo:

%Ein,out(y) =
|ysimout − y

exp
out |

|yexpin − y
exp
out |
· 100% (7.24)

onde os sobrescritos “sim” e “exp” correspondem, respectivamente, ao valor simulado

e experimental e os subscritos“in”e“out”correspondem aos dados obtidos na entrada

e na sáıda do canal, respectivamente.

Os desvios para o caso pt6g7 foram por volta de 0.5% e 0.7% para os diâmetros

médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente. Para o caso pt4g13 os desvios

foram de aproximadamente 10% e 5% para os diâmetros médios de Sauter e De-

Brouckere, respectivamente. Estes desvios são comparáveis aos do caso homogêneo

usado no ajuste dos parâmetros dos modelos das frequências de quebra e coalescên-

cia de gotas. Por exemplo, fazendo-se esta mesma análise para o caso homogêneo,

usando o DQMoM-FC com N = 2, obtêm-se desvios de 0.3% e 0.8% para os diâme-

tros médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente, para o caso pt6g7. Para o

caso pt4g13 os desvios são de 8% e 2% para o d32 e d43, respectivamente.

Caso Bivariado

Considerou-se uma das variáveis internas sendo o volume das gotas, v, e outra a

massa de um dos dois componentes que a compõem. Mais especificamente, é a

massa de sal, m, dissolvida nas gotas de água da emulsão.

Devido à inexistência de dados experimentais, a simulação bivariada foi realizada

para um caso hipotético usando a condição experimental do caso pt6g7.

A área seccional da entrada (inlet) foi dividida em duas seções. Numa com 40%

da área total de entrada as gotas de água entram no domı́nio com concentração

adimensional de sal unitária e em outra, com o restante da área, as gotas de água

entram sem sal, isto é, com concentração nula.

A distribuição de tamanhos de gotas na entrada foi a mesma usada para o caso

monovariado. Somente momentos puros (independentes) foram usados no DQMoM-
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Tabela 7.24: Momentos e fatores de ponderação usados. O primeiro ı́ndice do momento
está relacionado à variável volume, v, e o segundo à variável massa de sal,
m, das gotas.

µ0 0 µ1/3 0 µ2/3 0 µ1 0 µ0 1/3 µ0 2/3 µ0 1

102 102 102 102 101 100 102

FC [211]. Portanto, a quadratura de dois pontos para o caso bivariado foi determi-

nado usando o seguinte conjunto de momentos {µ0 0, µ1/3 0, µ2/3 0, µ1 0, µ0 1/3, µ0 2/3,

µ0 1}.
Para este caso bivariado, (2 + 1)N = 6 momentos são necessários para fechar

o sistema de equações do DQMoM-FC. Desse modo, existe um momento extra no

conjunto de momentos usado. Isso não é um problema, considerando que o método

SVD foi usado para resolver o sistema linear de equações do DQMoM-FC. O SVD

exclui os momentos que possuem menor importância ou fazem a matriz ficar singular.

Obviamente, alguns momentos como µ0 0, µ0 1 e µ1 0 não podem ser desprezados,

pois esses momentos estão relacionados à conservação de número de gotas e às

massas de água e sal das gotas. Devido a isso, usou-se fatores de ponderação para

prevenir que a SVD removesse alguns desses momentos. Mais detalhes podem ser

vistos na Seção 6.8 e Apêndice D. Os fatores de ponderação usados para cada um

dos momentos estão definidos na Tabela 7.24. Como não se tem conhecimento de

uma regra heuŕıstica para obter os fatores de ponderação, os valores apresentados

foram obtidos priorizando os momentos de baixa ordem e os momentos puros da

propriedade volume das gotas.

Naturalmente, os resultados para tamanhos de gotas são idênticos àqueles obtidos

no caso monovariado, visto que a massa de sal não afeta as frequências de quebra

e coalescência de gotas, conforme a modelagem dada na Seção 6.6. Dessa forma,

somente os resultados da concentração de sal dissolvida nas gotas de água serão

discutidos.

As simulações foram feitas usando a malha 2, negligenciando e considerando a

dispersão de gotas. As Figuras 7.28(a) e 7.28(b) mostram a concentração, C, obtidas

no estado estacionário. A concentração foi calculada por:

C =

∑N
α=1mαwα∑N
α=1 vαwα

(7.25)

Como pode ser visto, não existe uma mistura das duas correntes na região an-

terior do acidente devido à natureza laminar do escoamento. Como já havia sido

observado no caso monovariado, a simulação que negligencia a dispersão de gotas

não gera uma mistura homogênea na seção posterior ao acidente. Por outro lado, as

simulações que consideram a dispersão de gotas produzem uma boa mistura dentro e

após o acidente, onde o escoamento é turbulento. Mesmo sendo um caso hipotético,
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(a)

(b)

Figura 7.28: Resultados para concentração mássica (a) negligenciando e (b) conside-
rando a dispersão de gotas.

conclui-se que para este caso, a dispersão de gotas é essencial para o modelo ser

capaz de simular uma misturação suficiente para homogeneizar a concentração de

sal na região posterior ao acidente.

7.3.6 Conclusões - Duto com Acidente

O solver multiPhaseMultiVariatePbeFoam foi testado em diferentes casos no qual

emulsão de água em óleo escoa por um duto contendo um acidente.

Simulações de balanço populacional homogêneo (0-D) mostraram que o DQMoM-

FC usando dois pontos de quadratura e momentos fracionários (mp = 3) consegue

resultados similares aos obtidos com o MoC.

Simulações de balanço populacional heterogêneo mostraram o problema do DQ-

MoM referente à conservação de momentos. O mesmo caso foi simulado com o

DQMoM-FC e não se observaram mais problemas com conservação de momentos,
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indicando que o DQMoM-FC é que deve ser usado em casos de balanço populacional

heterogêneo.

Os modelos de quebra e coalescência de gotas propostos por MITRE et al. [2]

juntamente com o modelo de turbulência de dupla-camada conseguiram uma boa

representação do escoamento polidisperso. Os valores bulk dos diâmetros médios

de Sauter e DeBrouckere preditos pelas simulações PB-CFD mostraram uma boa

concordância com os dados experimentais, considerando as incertezas existentes na

estimação dos parâmetros dos modelos de quebra e coalescência.

Foram feitas simulações negligenciando e considerando a dispersão de gotas. Nas

simulações que foi negligenciado o efeito de dispersão de gotas obteve-se um escoa-

mento não-homogêneo na seção posterior ao acidente, com gotas maiores escoando

na região central do duto. Para as simulações considerando a dispersão de gotas,

observou-se um escoamento homogêneo na região posterior ao acidente e uma pe-

quena diminuição nos valores dos diâmetros médios, aumentando a concordância

com os dados experimentais. Na simulação do caso bivariado a dispersão de part́ı-

culas foi fundamental para promover a mistura das correntes de água doce e salgada

pela quebra e coalescência.

O uso do SVD mostrou ser de grande valia em simulações de balanço populacional

heterogêneo, principalmente para o caso bivariado.

7.4 Simulação PB-CFD: Caso Multivariado

O caso mostrado nesta seção é similar ao caso da seção anterior, ou seja, também

corresponde a um escoamento de emulsão de água em óleo através de um sistema

com perda de carga localizada. Contudo, foi considerado balanço populacional he-

terogêneo trivariado com mais de uma variável interna afetando a interação entre

gotas.

7.4.1 Definição do Caso e Procedimento Numérico

Foi considerado uma das variáveis internas sendo o volume das gotas, v, a outra

sendo a massa de sal, ms, dissolvida nas gotas de água da emulsão e, por fim, a

massa de um agente que favorece a quebra de gotas, mr, também dissolvido nas

gotas de água da emulsão e referenciado como componente r.

Neste caso a turbulência no escoamento é gerada principalmente pelo acidente

e novamente uma geometria 2D foi considerada e usou-se o modelo de turbulência

de dupla-camada apresentado na Seção 6.7. Na Figura 7.29 é mostrada uma vista

esquemática detalhando as dimensões da geometria. Foi assumido transferência

integral de flutuação turbulenta da fase cont́ınua para a fase dispersa (Ct = 1). O
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Figura 7.29: Vista esquemática com detalhes das dimensões da geometria. Os parâme-
tros L1, L2, L3, L4, L5, L6 e L7 correspondem à 1, 0,04, 0,5, 2, 0,15, 0,05
e 0,2 metro (m), respectivamente. E1, E2 e E3 correspondem às entradas
(inlet).

Tabela 7.25: Valores de velocidades nas entradas e parâmetros usados no cálculo das
condições de entrada para as variáveis do modelo de turbulência.

Entrada |u| [m/s] I dh [m]

E1 4 1% 0,2

E2 2 5% 0,04

E3 3 5% 0,04

coeficiente de arrasto foi calculado usando o modelo de SCHILLER e NAUMANN

[37] e os coeficientes de sustentação e massa virtual foram considerandos constantes,

onde CL,α = CMV,α = 0,5.

Na Figura 7.29, em E1 as gotas de água entram no domı́nio com concentração de

sal unitária e concentração do componente r nula, em E2 as gotas de água entram

no domı́nio com concentração de sal nula e concentração do componente r unitária

e em E3 as gotas de água entram no domı́nio com concentração de sal e componente

r nulas.

As caracteŕısticas e propriedades f́ısicas da emulsão correspondem às mesmas do

caso pt6g7 apresentado anteriormente e a configuração numérica do caso foi a mesma

especificada na Seção 7.3.2. Por fim, na Tabela 7.25 são dadas as especificações do

escoamento, como os valores de velocidades e os parâmetros usados no cálculo das

condições de entrada para as variáveis do modelo de turbulência.

A distribuição de tamanhos de gotas usada nas entradas E1, E2 e E3 corres-

ponde à mostrada pela Figura 7.13(a) e somente momentos puros foram utilizados

no DQMoM-FC [211]. Usou-se o seguinte conjunto de momentos {µ0 0 0, µ1/3 0 0,

µ2/3 0 0, µ1 0 0, µ0 1/3 0, µ0 1 0, µ0 0 1/3, µ0 0 1}, onde o primeiro ı́ndice do momento está

relacionado à variável volume, v, o segundo à variável massa de sal, ms, e o terceiro

à variável massa do componente r, mr, das gotas.

O modelo usado para a eficiência de coalescência foi o de interface deformável e

parcialmente móvel [2]. Para a frequência de quebra dois casos foram considerados:

(i) Caso 1 - o modelo dado pela Equação 6.57 e (ii) Caso 2 - uma modificação desse

modelo incluindo o efeito de um componente r que atua facilitando o processo de
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quebra de gotas. Nesse caso hipotético, a frequência de quebra é dada por:

b(dα) =

 1.24Cb
√
ε0/ν0Ca

2.2
α

(
dα
2η

)4/5(
103 mr,α

vα

ṽ

m̃r

)
, para Caα > Cacrit

0 , para Caα ≤ Cacrit
(7.26)

ou seja, a frequência de quebra depende da concentração do componente r nas gotas

de emulsão, podendo ser mil vezes maior, em relação ao modelo dado pela Equação

6.57, em locais onde a concentração do componente r é próxima a 1. Tem-se também

que ṽ = µ100/µ000 e m̃r = µ001/µ000 com µ100 = 0,0717 e µ001 = 0,0717 kg m−3.

Os parâmetros usados nos modelos de frequência de coalescência e quebra de

gotas foram os dados na Tabela 7.14. Também foi considerado a dispersão de gotas

usando Scturb = 1.

7.4.2 DQMoM-FC Multivariado

A malha utilizada possui 14k células hexaédricas. O y+ médio e máximo estão em

torno de 25 e 80, respectivamente. Devido a isso, usou-se nas paredes a condição

n · ∇k0 = 0 para a energia cinética turbulenta e a função de parede dada pela

Equação 6.72 para a dissipação de energia cinética turbulenta.

Na Figura 7.30 são ilustrados os perfis e algumas variáveis do escoamento para

o Caso 1. A Figura 7.30(a) mostra o perfil da magnitude da velocidade de mistura,

a Figura 7.30(b) mostra o perfil da taxa de dissipação de energia turbulenta e a

Figura 7.30(c) mostra o perfil da viscosidade cinemática turbulenta. Como pode

ser observado nesta última figura, valores elevados de viscosidade turbulenta são

observados na região posterior ao acidente.

Os perfis das frequências de coalescência para as diferentes classes de gotas estão

ilustrados na Figura 7.31 para o Caso 1. Como pode ser observado, as regiões mais

proṕıcias para as gotas coalescerem ocorrem no acidente e na seção posterior ao

mesmo. Percebe-se também que existe alguma coalescência provocada pelas duas

entradas de fluido normais ao escoamento principal. Essas duas entradas geram

turbulência nesses locais, como pode ser melhor visto pela Figura 7.30(b).

As concentrações de sal, Cs, e do componente r, Cr, são mostradas nas Figu-

ras 7.32(a) e 7.32(b), respectivamente, para o Caso 2. Como esperado, observa-se

uma diminuição da concentração de sal na região após o acidente, devido à mis-

tura da corrente de água salgada com as correntes de água doce, e um aumento na

concentração do componente r.

Nas Figuras 7.33(a) e 7.33(b) são mostrados os perfis das frequências de quebra

para as classes de gotas menores e maiores, respectivamente, para o Caso 1. As

Figuras 7.34(a) e 7.34(b) mostram esta mesma análise para o Caso 2.
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(a)

(b)

(c)

Figura 7.30: Campos estacionários para (a) um = (1 − rd)u0 +
∑N

α=1 rαuα (velocidade
média da mistura), (b) taxa de dissipação de energia turbulenta e (c) vis-
cosidade turbulenta.

(a)

(b)

(c)

Figura 7.31: Campos estacionários do Caso 1 para frequências das gotas (a) menores com
menores, (b) menores com maiores e (c) maiores com maiores coalescerem.
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(a)

(b)

Figura 7.32: Campos estacionários das concentrações (a) de sal e (b) do componente r
para o Caso 2.

(a)

(b)

Figura 7.33: Campos estacionários para o Caso 1 das frequências das gotas (a) menores
e (b) maiores quebrarem.

(a)

(b)

Figura 7.34: Campos estacionários para o Caso 2 das frequências das gotas (a) menores
e (b) maiores quebrarem.
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Como pode ser visto nessas figuras, houve um aumento localizado significativo

da frequência de quebra no Caso 2 devido à sua dependência com a concentração do

componente r, como pode ser visto pela Figura 7.35, que mostra os valores do fator

multiplicativo 103 mr,α

vα

ṽ

m̃r

.

(a)

(b)

Figura 7.35: Campos estacionários para o Caso 2 do fator multiplicativo da frequência
de quebra devido a sua dependência com a concentração do componente r
para a classe de gotas (a) menores e (b) maiores.

Esse efeito do aumento da frequência de quebra pode ser visto nos diâmetros

médios de Sauter e DeBrouckere, comparando os perfis do Caso 1 com os do Caso

2, mostrados na Figura 7.36.

7.4.3 Conclusões: Caso Multivariado

Um caso hipotético foi usado para testar o desempenho do solver multiPhaseMulti-

VariatePbeFoam em um problema de balanço populacional heterogêneo e multivari-

ado. O modelo de frequência de quebra foi modificado para considerar a dependência

com uma segunda variável, além do tamanho de gotas. Os resultados obtidos estão

de acordo com o esperado, isto é, a quebra de gotas foi bastante intensificada no

caso em que um agente que facilita o processo de quebra foi adicionado à emulsão.

7.5 Simulação PB-CFD: Caso Bivariado usando

Momentos Mistos

Neste caso objetiva-se usar uma PDF bivariada que tenha dependência entre suas

variáveis. Um método de inversão que considera momentos mistos foi usado e mo-

mentos mistos também foram considerados na simulação do balanço populacional

pelo método DQMoM-FC.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 7.36: Campos estacionários para os diâmetros médios de (a) Sauter e (b) De-
Brouckere para o Caso 1 e (c) Sauter e (d) DeBrouckere para o Caso 2.

O caso base usado foi o pt9g11 definido na Seção 7.3.1, ou seja, a geometria,

as caracteŕısticas da emulsão e do escoamento e as propriedades f́ısicas dos fluidos

foram idênticas ao caso pt9g11. De fato, a única diferença foi a distribuição de

entrada alimentada e usada para obter a condição inicial e de contorno dos pesos e

abscissas. O procedimento numérico também foi igual ao descrito na Seção 7.3.2.

Similarmente ao caso apresentado na Seção 7.3.5, a área seccional da entrada (inlet)

foi dividida em duas seções, em uma com 40% da área total as gotas de água entram

no domı́nio com concentração de sal unitária e em outra, com o restante da área, as

gotas de água entram sem sal, concentração nula.

A distribuição usada foi a bimodal com modos totalmente separados dada pela

Equação 7.6. Usou-se uma discretização de 4 pontos obtida com o método PCA-

Opt3
(2×2). Esse método conseguiu uma quadratura com acurácia de 3ª ordem. A

discretização adimensional obtida está dada na Tabela 7.26 e ilustrada na Figura

7.37. Os pesos e abscissas adimensionais foram obtidos da seguinte forma:

ṽα =
µ00

µ10

vα, m̃α =
µ00

µ01

mα e w̃α =
1

µ00

wα (7.27)
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Tabela 7.26: Discretização adimensional obtida com a PCA-Opt3
(2×2) para a distribuição

ilustrada pela Figura 7.1(f).

α ṽα m̃α w̃α
1 2,846 5,495 0,231

2 3,089 6,508 0,264

3 5,320 2,306 0,260

4 6,711 2,367 0,246

Tabela 7.27: Momentos e fatores de ponderação usados. O primeiro ı́ndice do momento
está relacionado à variável volume, v, e o segundo à variável massa de sal,
m, das gotas.

µ00 µ10 µ01 µ20 µ11 µ02 µ30 µ21

5× 103 5× 103 5× 102 6× 102 1× 102 1× 100 3× 102 1× 101

µ12 µ03 µ40 µ31 µ22 µ13 µ04 µ50

1× 100 1× 10−1 1× 102 1× 10−1 1× 10−2 1× 10−3 1× 10−4 1× 101

onde ṽ, m̃ e w̃ são, respectivamente, o volume da gota, a massa de sal dissolvida

na gota e o peso adimensional. Tem-se também que µ00 = 3,386× 1012 m−3, µ10 =

0,0734 e µ01 = 0,0734 kg m−3.

O conjunto de momentos e os fatores de ponderação usados na solução do sistema

linear do DQMoM-FC pela SVD estão dados na Tabela 7.27. Um peso maior foi

dado aos momentos de ordem mais baixa e também priorizou-se os momentos mais

relevantes para a variável volume das gotas.

Na Figura 7.38 são ilustrados os gráficos de evolução temporal das abscissas

ponderadas normalizadas, rα = vαwα e sα = mαwα, e o somatório das mesmas para
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Figura 7.37: Função distribuição e a discretização de 4 pontos obtida com o método
PCA-Opt3

(2×2).
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Figura 7.38: Evolução temporal das abscissas ponderadas (a) volume e (b) massa de sal
das gotas.

(a)

(b)

Figura 7.39: Perfis estacionários dos diâmetros médios de (a) Sauter e (b) DeBrouckere.

a simulação do modelo homogêneo durante o tempo de residência do caso pt9g11

dado na Tabela 7.18. Como pode ser visto, o somatório das abcissas ponderadas

se mantém constante e igual a 1, mostrando que a massa total de fase dispersa e a

massa de sal nas gotas se conservam. Essa análise mostra também que, ao menos

no caso homogêneo, o conjunto de momentos utilizados não geram problemas de

quadraturas não-realizáveis, ou seja, abscissas ou pesos negativos.

A simulação do caso heterogêneo foi feita usando o mesmo conjunto de momentos

do caso homogêneo. Na Figura 7.39 é ilustrado os perfis dos diâmetros médios

de Sauter e DeBrouckere. Como pode ser visto, existe uma intensa variação nos

diâmetros das gotas provocada pela quebra. A Figura 7.40(a) mostra o perfil do

momento zero e deixa claro que existe um aumento considerável do número de gotas

na seção posterior ao acidente. Por fim, na Figura 7.40(b) é apresentado o perfil

da covariância entre as variáveis na região do acidente, mostrando que a mesma

também é bastante afetada pelo acidente.

A partir dos resultados obtidos no caso analisado nesta seção, conclui-se que a

metodologia de inversão de momentos apresentada anteriormente pode ser de grande

valia para ser usada na inicialização do DQMoM-FC em casos onde há a necessi-
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(a)

(b)

Figura 7.40: Perfis estacionários do momento (a) zero e (b) da covariância entre as va-
riáveis.

dade de usar distribuições multivariadas que apresentam dependências entre suas

variáveis.
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Caṕıtulo 8

Conclusões e Sugestões

O presente trabalho atingiu os objetivos pretendidos, que consistiam no desen-

volvimento e implementação de uma metodologia para simulação de escoamentos

multifásicos polidispersos multivariados. Dessa forma, três grandes desafios foram

abordados: (i) inversão de momentos multivariados; (ii) modelagem de escoamen-

tos multifásicos e balanço populacional; (iii) resolver de forma eficiente e acurada

problemas de balanço populacional heterogêneo.

Vários métodos foram analisados quanto ao desempenho de cada um para se

fazer a inversão de momentos multivariados para diferentes distribuições. Em geral,

os métodos conseguiram resultados melhores para distribuições do tipo unimodais.

Para funções multimodais todos os métodos apresentaram dificuldades em conse-

guir inverter com acurácia os momentos de alta ordem. O método PCA conseguiu

quadraturas com segunda ordem de acurácia. A ICA, proposta neste trabalho, tam-

bém mostrou ser de segunda ordem de acurácia, porém, foi mais robusta e mais

acurada que a PCA em alguns casos. O CQMoM foi bastante acurado mas apresen-

tou problemas relacionados à falta de robustez. Os métodos combinados ou h́ıbridos

propostos, PCA-CQMoM e ICA-CQMoM, herdaram a acurácia do CQMoM e foram

mais robustos. Por fim, o uso de otimização global foi eficaz em aumentar a acurácia

das quadraturas obtidas pela PCA ou PCA-CQMoM. Dessa forma, recomenda-se o

uso dos métodos combinados, PCA-CQMoM ou ICA-CQMoM, para serem usados

conjuntamente com métodos que evoluem os momentos da PBE, como o QMoM,

por exemplo. Para métodos de momentos diretos, como o DQMoM ou DQMoM-FC,

recomenda-se o uso da PCA ou PCA-CQMoM seguido de um refinamento de solução

usando otimização.

A solução de problemas de balanço populacional multivariado usando o método

DuQMoGeM e rotinas de integração adaptativa gerou resultados satisfatórios para

os casos analisados. Ao contrário do QMoM, o DuQMoGeM não precisa de uma dis-

cretização para se fazer a evolução do conjunto de momentos. Esta é uma vantagem

deste método, pois, como já comentado, existe uma dificuldade associada a inversão

153



acurada de momentos multivariados acima de segunda ordem. Neste caso, o erro

na inversão seria propagado para os momentos, levando a um acúmulo crescente de

erro. No caso do DuQMoGeM isto não acontece, pois a inversão é necessária so-

mente para gerar a discretização para o acoplamento PB-CFD. O uso de integração

adaptativa também permitiu um cálculo acurado do termo fonte da PBE. Apesar

das vantagens em relação à acurácia, o método se mostrou custoso para resolver

problemas multivariados. Posśıveis melhorias no custo computacional podem ser

obtidas com a aceleração do cálculo das integrais multidimensionais. Outra possi-

bilidade seria usar a versão direta do método, ou seja, uma versão para evolução

direta dos pesos e abscissas da distribuição, necessitando, dessa maneira, uma única

inversão de momentos multivariados para gerar a condição inicial. Devido a isso, o

DuQMoGeM não foi considerado como uma opção viável para simular os casos de

balanço populacional heterogêneo avaliados.

Simulações de balanço populacional heterogêneo mostraram que o DQMoM apre-

senta problemas relacionados à conservação de momentos. Devido a isso, o DQMoM-

FC foi usado nos casos de balanço populacional heterogêneo, o qual mostrou ser um

método conservativo e eficiente. A modelagem implementada previu resultados para

diâmetros médios de Sauter e DeBrouckere com uma boa concordância com os da-

dos experimentais. Os desvios para o caso pt6g7 foram por volta de 0.5% e 0.7%

para os diâmetros médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente. Para o caso

pt4g13 os desvios foram de aproximadamente 10% e 5% para os diâmetros médios de

Sauter e DeBrouckere, respectivamente. Simulações negligenciando e considerando

a dispersão de gotas mostraram que o termo de dispersão pode influenciar signifi-

cativamente nos perfis de fração de fase e dos diâmetros médios. A dispersão de

gotas foi fundamental para promover a mistura das correntes de água doce e salgada

pela quebra e coalescência no caso analisado. O uso da SVD também mostrou ser

de grande valia em simulações de balanço populacional heterogêneo, principalmente

para casos multivariados.

Por fim, o solver desenvolvido no software OpenFOAM, multiPhaseMultiVa-

riatePbeFoam, possui uma implementação bastante genérica e estruturada, dando

flexibilidade e facilidade para futuras extensões. A implementação do método

DQMoM-FC foi generalizada para um número qualquer de variáveis e para um

conjunto qualquer de momentos, inteiros ou fracionários. A validação da metodolo-

gia e da implementação pode ser assegurada tendo em vista os resultados para os

diferentes casos apresentados.

Os seguintes tópicos são sugeridos para trabalhos futuros:

• Investigar outros métodos de ICA para serem usados na inversão de momentos

multivariados. Em especial, investigar o uso da ICA não-linear.
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• Analisar com maior profundidade a modelagem do termo de dispersão de par-

t́ıculas e investigar o seu efeito usando dados experimentais.

• Estudar mais detalhadamente o tratamento da turbulência e das forças inter-

faciais em escoamentos multifásicos.

• Avaliar melhor o uso da SVD juntamente com fatores de ponderação adequa-

dos.

• Estender a modelagem e a implementação do código para tratamento de esco-

amentos multifásicos não-isotérmicos e compresśıveis.

• Estender o código para tratar um número arbitrário de distintos fluidos disper-

sos numa fase cont́ınua. A PBE de cada um dos fluidos dispersos poderia ser

resolvida com um método a ser escolhido e usar diferentes modelos de interação

part́ıcula-part́ıcula.
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dimensionless liquid volumetric flux on lateral motion of a bubble in a

laminar duct flow”, Advances in Multiphase Flow, pp. 3 – 15, 1995.

[42] TOMIYAMA, A., TAMAI, H., ZUN, I., ET AL. “Transverse migration of single

bubbles in simple shear flows”, Chemical Engineering Science, v. 57, n. 11,

pp. 1849 – 1858, 2002.

159



[43] DE BERTODANO, M. A. L. “Two fluid model for two-phase turbulent jets”,

Nuclear Engineering and Design, v. 179, n. 1, pp. 65 – 74, 1998.

[44] KRISHNA, R., ELLENBERGER, J., MARETTO, C. “Flow Regime Transition

in Bubble Columns”, International Communications in Heat and Mass

Transfer, v. 26, n. 4, pp. 467–475, 1999.
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<http://www.ceisoftware.com/>. Acessado em 01 de Dezembro de

2013.

[201] TECPLOT, I. Tecplot, 2013. Dispońıvel em: <http://www.tecplot.com/>.
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tem Solver in C)”. 2007. Dispońıvel em: <http://www.enq.ufrgs.br/

enqlib/numeric/>. Acessado em 01 de Junho de 2010.
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de água em óleo. Śıntese de resultados experimentais. Relatório técnico,

Laboratório de Separação de Fases, Instituto de Engenharia Mecânica da

UNIFEI, Itajubá, 2010.
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de água em óleo. Resultados de testes da fase 1. Relatório técnico, La-
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Apêndice A

Operadores no OpenFOAM

A Tabela A.1 mostra algumas palavras chave usadas no arquivo fvSchemes e os

respectivos operadores matemáticos que as mesmas representam.

Tabela A.1: Operadores definidos no OpenFOAM.

Palavra Chave Categoria do termo Matemático

snGradSchemes Componente do gradiente normal à face da célula

gradSchemes Operador Gradiente ∇
divSchemes Operador Divergente ∇·
laplacianSchemes Operador Laplaciano ∇2

timeSchemes Primeira e segunda derivada temporal ∂/∂t, ∂2/∂t2

Na Figura A.1 é mostrada uma célula t́ıpica resultante da discretização do domı́-

nio. O ponto P corresponde à célula de interesse, o ponto N a uma célula vizinha,

f é a face de comunicação entre as duas células, d é o vetor de P até N e Sf é um

vetor que representa a área da face.

Figura A.1: Discretização por volumes finitos (adaptado de RUSCHE [14]).
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A.1 Operador Gradiente

O gradiente é um operador que é avaliado sempre explicitamente podendo ser cal-

culado de diversas formas:

• Integração Gaussiana: é feita usando a função fvc::gGrad. A discretiza-

ção é obtida usando o método padrão de integração Gaussiana no volume de

controle. ∫
V

∇ϕdV =

∫
S

dSϕ =
∑
f

Sfϕf (A.1)

onde ϕ é uma variável arbitrária e o sub-́ındice f corresponde à face da célula.

• Método dos mı́nimos quadrados: a aproximação por mı́nimos quadrados

é feita usando uma função conhecida como fvc::lsGrad. A discretização é

feita calculando-se o valor do tensor G em todos os pontos P pela soma dos

vizinhos N :

G =
∑
N

w2
Ndd (A.2)

onde wN = 1/|d| é a função peso. O gradiente pode ser avaliado como:

(∇ϕ)P =
∑
N

w2
NG−1 • d(ϕN − ϕP ) (A.3)

• Método do gradiente normal à superf́ıcie: o gradiente normal à super-

f́ıcie, nf • (∇ϕ)f , é avaliado nas faces das células. Dessa forma, nf é o vetor

normal a face da célula e:

(∇ϕ)f =
(ϕN − ϕP )

|d|
(A.4)

Neste caso, o operador gradiente é chamado pela função fvc::snGrad. Um

termo de correção para malhas não-ortogonais pode ser introduzido. Para usar

o termo de correção usa-se a função fvc::snGradCorrection.

A.2 Operador Divergente

O operador divergente é um termo expĺıcito. Sua integração no volume de controle

e linearização é feita por:∫
V

∇ •ϕdV =

∫
S

dS •ϕ =
∑
f

Sf •ϕf (A.5)
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Já o divergente advectivo é resolvido implicitamente. Para tal, o mesmo é inte-

grado no volume de controle e linearizado como:∫
V

∇ • (ρuϕ) dV =

∫
S

dS • (ρuϕ) =
∑
f

Sf • (ρu)f ϕf (A.6)

O valor de ϕf pode ser calculado usando diferentes esquemas de interpolação

dispońıveis no OpenFOAM.

A.3 Operador Laplaciano

O operador Laplaciano fornece a integração no volume de controle da expressão

mostrada a seguir:∫
V

∇ • (Γ∇ϕ) dV =

∫
S

dS • (Γ∇ϕ) =
∑
f

ΓfSf • (∇ϕ) f (A.7)

A discretização do gradiente na face é totalmente impĺıcita quando o compri-

mento d entre o centro da célula de interesse P e o centro da célula vizinha N é

ortogonal ao plano da face:

Sf • (∇ϕ) f = |Sf |
ϕN − ϕP
|d|

(A.8)

No caso de malhas não-ortogonais, um termo expĺıcito adicional é introduzido,

o qual é calculado através da interpolação dos valores dos gradientes no centro das

células, usando diferenças centrais. No trabalho de JASAK [168] está descrito mais

detalhadamente como este procedimento é feito no OpenFOAM.

A.4 Integração Temporal

Para a derivada temporal de primeira ordem ∂/∂t a integração é feita no volume de

controle da seguinte forma:

∂

∂t

∫
V

ρϕ dV = L(ϕ) (A.9)

O termo é discretizado no tempo usando:

• Valores novos: ϕn ≡ ϕ(t+ ∆t) para o passo de tempo que está sendo resol-

vido.

• Valores do passo anterior: ϕo ≡ ϕ(t) valor do passo de tempo anterior.
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• Valores de dois passos anteriores: ϕoo ≡ ϕ(t − ∆t) valor do passo de

tempo anterior ao último passo de tempo.

Os esquemas Euler impĺıcito e expĺıcito e o método de Crank-Nicholson são dados

por:

ϕn − ϕo

∆t
= θL(ϕn) + (1− θ)L(ϕo) (A.10)

onde o método de Euler impĺıcito e expĺıcito são obtidos usando θ = 1 e θ = 0,

respectivamente. Estes dois métodos são de primeira ordem. O método de Crank-

Nicholson é obtido usando θ = 1/2. Este por sua vez é um método de segunda ordem

[164]. No OpenFOAM a implementação do método Crank-Nicholson é diferente da

forma geral colocada acima. Existe um parâmetro que pondera entre os método

de Crank-Nicholson e Euler impĺıcito. Crank-Nicholson puro é obtido usando va-

lor do parâmetro igual a 1 e Euler impĺıcito é obtido usando valor zero. Valores

intermediários correspondem a uma mistura desses dois métodos.

O esquema de diferenças backward é de segunda ordem. Este esquema usa dois

passos de tempo anteriores ao passo atual para o cálculo e necessita guardar uma

maior quantidade de dados, se comparado com o método de Euler impĺıcito. Assim,

este método é dado por [164]:

3ϕn − 4ϕo + ϕoo

2∆t
= L(ϕn) (A.11)

A.5 Outros Operadores auxiliares

Além dos operadores diferenciais comentados no item anterior existe ainda uma

grande diversidade de operadores auxiliares como, por exemplo:

• Operador interpolationSchemes: é usado para realocar a posição de um

campo, por exemplo, interpolar os valores de um campo do centro para a face

das células.

• Operador fluxRequired: esse operador informa quais variáveis dependem do

fluxo para serem determinadas. Por exemplo, em muitos algoritmos de solução

de problemas de fluidodinâmica computacional existe a necessidade de se gerar

o fluxo logo após se resolver a equação da pressão para posteriormente se

executar o passo seguinte do algoritmo.

• Operador surfaceIntegrate para calcular a integral sobre uma superf́ıcie.
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Apêndice B

A PCA aplicada a um Conjunto

de Dados

Considere um conjunto de n amostras de dados com dimensão h, cada uma delas

representada pelo vetor x ∈ <h. Em geral n >> h. A média destes conjuntos de

dados é facilmente calculada por:

µ = [µj], µj =
1

n

n∑
i=1

xji (B.1)

onde xj, j = 1, . . . , h são as componentes de x, cada qual representando o valor

de uma das variáveis observadas. Usando a média, o conjunto de dados pode ser

facilmente centrado:

x̃ = x− µ (B.2)

onde x̃ é o vetor de dados centrados, isto é, o valor médio de cada variável é nulo.

Note que a operação descrita pela Equação B.2 não altera a covariância dos

dados. Isto pode ser visto definindo a matriz de dados h× n como:

X̃ = [x̃1|x̃2| . . . |x̃n] (B.3)

que permite escrever a matriz de covariância h× h dos dados x̃ como:

ΣX̃ =
1

n− 1
X̃X̃

T
=

1

n− 1

n∑
i=1

x̃ix̃
T
i =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − µ) (xi − µ)T (B.4)

que, portanto, é igual a covariância dos dados x.

Cada elemento da matriz ΣX̃ é a covariância entre um par de variáveis. A

covariância de uma variável com ela própria é a sua variância, a qual representa

uma medida de quão dispersos estão os dados em relação à média daquela variável.

Uma covariância positiva entre duas variáveis indica que ambas crescem juntas, já
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uma covariância negativa indica que enquanto uma variável cresce a outra decresce.

Quanto maiores esses valores, em módulo, mais significativo será o acoplamento

entre as diferentes direções.

Deve-se notar que ΣX̃ é uma matriz simétrica positiva semi-definida, pois

aTΣX̃a =
1

n− 1
aT X̃X̃

T
a =

1

n− 1
bTb =

1

n− 1
‖b‖ ≥ 0, ∀a ∈ <h, b = X̃

T
a

(B.5)

Por ser real e simétrica, ΣX̃ tem sempre h autovetores linearmente independentes

que podem ser feitos ortonormais entre si e, portanto, sempre pode ser diagonalizada

através de uma matriz unitária (ou ortogonal) G (G−1 = GT , GTG = I):

ΣX̃ = GTDG ou D = GΣX̃GT (B.6)

sendo as linhas de G os auto-vetores ortonormais de ΣX̃ e D é a matriz diagonal que

contém os autovalores de ΣX̃ correspondentes. Como ΣX̃ é positiva semi-definida, os

autovalores são sempre não negativos. Note que a transformação dada pela Equação

B.6 pode ser obtida através da decomposição em valores singulares [218, 220] (ver

Apêndice D).

Uma matriz unitária representa uma rotação de corpo ŕıgido sem (det(G) = 1)

ou com reflexão (det(G) = −1) de eixos. É posśıvel verificar que as direções dadas

pelos autovetores de ΣX̃ são as direções das componentes principais aplicando a

matriz de rotação G ao conjunto de dados, pois, se:

z = Gx̃ ou Z = GX̃ (B.7)

então

ΣZ =
1

n− 1
ZZT =

1

n− 1
GX̃X̃

T
GT = GΣX̃GT = D (B.8)

que mostra que as variáveis z estão descorrelacionadas. A transformação da PCA se

completa através da ordenação das direções da ordem decrescentes das variâncias,

isto é, dos autovalores de ΣX̃ . Isto pode ser representado por uma matriz de per-

mutação, P, que é uma matriz unitária que contém apenas um elemento não nulo e

igual a um em cada linha e cada coluna. Permitindo que o elemento não nulo seja

-1, a matriz P pode representar também uma reflexão do eixo coordenado. Assim,

definindo y = Pz, tem-se:

y = PGx̃ = Hx̃ (B.9)

Note que a permutação não interfere na diagonalização da matriz de covariância,

pois

D̄ = PDPT = PGΣX̃GTPT = HΣX̃HT ou ΣX̃ = HT D̄H (B.10)
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onde D̄ é a matriz diagonal com os autovalores ordenados em ordem decrescente

e as linhas de H são formadas pelos autovetores correspondentes nesta ordenação.

Desta forma, H é a transformada de Hotelling. Se as últimas linhas de H, que são

os auto-vetores correspondentes a autovalores nulos ou de baixa magnitude, foram

feitas nulas, a Equação B.9 pode efetivamente gerar um vetor transformado y com

dimensão menor que h.

Considere agora a decomposição em valores singulares da matriz transposta dos

dados centrados, X̃
T

, n× h, dada por:

X̃
T

= UCVT (B.11)

onde U é uma matriz ortogonal n× h, V é uma matriz ortogonal h× h e C é uma

matriz diagonal h × h com os valores caracteŕısticos de X̃T , ordenados em ordem

decrescente de magnitude. Logo,

(n− 1)ΣX̃ =
(
UCVT

)T
UCVT = VCUTUCVT = VCCVT = VC2VT (B.12)

Comparando as Equações (B.10) e (B.12), fica claro que V = HT e (n− 1)D̄ = C2,

de forma que a transformada de Hotelling pode ser diretamente obtida dos dados

centrados.

Resumindo, o método de PCA transforma o vetor x no vetor y ∈ <m para

m ≤ h projetado nas m direções ortogonais de maior variância, ou seja, as com-

ponentes principais. Como os dados estão descorrelacionados nas coordenadas das

direções principais, eles podem ser representados de forma mais clara e concisa. Ou-

tra vantagem de descorrelacionar os dados é a posśıvel redução da dimensionalidade

dos dados pois, em geral, grande parte da variância dos dados é explicada por um

número reduzido de componentes, sendo posśıvel descartar as restantes sem grande

perda de informação. A PCA ainda fornece uma medida da quantidade de informa-

ção que é perdida quando uma direção é descartada. Como a PCA é um método

que usa estat́ısticas de segunda ordem, os dados serão tanto melhor representados

quanto mais se aproximarem de uma distribuição do tipo normal, tendo em vista

que as estat́ısticas de segunda ordem são suficientes para representar este tipo de

distribuição.

O procedimento para a aplicação da PCA sobre um conjunto de dados pode

então ser resumido nos seguintes passos.

• Obter as n amostras de dados x com dimensão h.

• Calcular a média dos dados µ.

• Subtrair a média dos dados para obter um novo conjunto de dados centraliza-
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dos x̃, etapa conhecida como centering.

• Calcular a matriz de covariância dos dados centralizados ΣX̃ com dimensão

h× h.

• Calcular a matriz de autovalores D e de autovetores G da matriz de covariân-

cia.

• Obter a matriz da transformada de Hotelling, H, que nada mais é que ordenar

os autovetores que compõem as suas linhas na ordem decrescente de seus au-

tovalores. Dessa forma, as linhas dessa matriz correspondem aos autovetores

da matriz de covariância arranjados de tal forma que a primeira linha contém

o autovetor associado ao maior autovalor e assim sucessivamente até que a

última linha corresponda ao menor autovalor. O uso de um método como a

decomposição em valores caracteŕısticos já devolve os autovetores ordenados na

ordem decrescente dos autovalores, não sendo necessária esta etapa [218, 220].

• Aplicar a transformada de Hotelling sobre os dados para obter o novo conjunto

de dados, y, descorrelacionados, onde y = Hx̃ = H(x−µ). Essa transforma-

ção mapeia os valores de x em valores de y cuja média é zero e cuja matriz de

covariância é diagonal.

• A reconstrução de x a partir de y é dada por x = HTy + µ. Uma redução de

dimensionalidade dos dados pode ser obtida utilizando somente os autovetores

que representam as direções com as maiores variâncias, isto é, descartando-se

a informação contida nas últimas colunas da matriz HT .
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Apêndice C

Fundamentação teórica da ICA

C.1 Medidas de não-Gaussianidade

O afastamento de uma distribuição da Gaussiana correspondente com a mesma

matriz de covariância é função das estat́ısticas de ordem superior a 2, que são mais

compactamente representadas pelos chamados cumulantes, que serão vistos a seguir.

C.1.1 Cumulantes

Os cumulantes foram inicialmente introduzidos na área da astronomia, pelo ma-

temático Thorvald N. Thiele (1838-1910) que os denominou semi-invariantes. Em

alguns trabalhos antigos os cumulantes são também designados de momentos cumu-

lativos [231, 275–278]. Os cumulantes possuem relação direta com os momentos e,

de forma geral, os cumulantes de qualquer ordem podem ser obtidos a partir dos

momentos de até mesma ordem e vice-versa. Os cumulantes são uma alternativa

aos momentos para representar as estat́ısticas de uma distribuição e, em geral, os

cálculos estat́ısticos ficam mais simples quando feitos usando os cumulantes.

Para um distribuição monovariada normalizada de uma única variável real x, o

cumulante de ordem k é definido por [217]:

κk =
1

ik

[
∂kΨx(w)

∂wk

]
w=0

, k = 1, 2, . . . (C.1)

onde Ψx(w) é a função geradora de cumulantes que é dada por:

Ψx(w) = log[Mx(w)] (C.2)

onde Mx(w) é a função geradora de momentos que, para cada número real w, é dada

por:

Mx(w) = E
{
eiwx

}
=

∫ ∞
−∞

eiwxf(x) dx (C.3)
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Os cumulantes podem ser calculados a partir dos momentos da distribuição nor-

malizada (µ0 = 1) através do determinante

κk = (−1)k−1

µ1 1 · · · 0

µ2

(
1
0

)
µ1 · · · 0

...
...

. . .
...

µk
(
k−1

0

)
µk−1 · · ·

(
k−1
k−2

)
µ1

(C.4)

ou através da seguinte recursão:

κk = µk −
k−1∑
i=1

(
k − 1

i− 1

)
κi µk−i, k = 1, 2, . . . (C.5)

Assim, os 4 primeros cumulantes são dados por:

κ1 = µ1 (C.6)

κ2 = µ2 − µ2
1 (C.7)

κ3 = µ3 − 3µ1µ2 + 2µ3
1 (C.8)

κ4 = µ4 − 4µ3µ1 − 3µ2
2 + 12µ2µ

2
1 − 6µ4

1 (C.9)

Os cumulantes de ordem k ≥ 2 são mais simplesmente obtidos a partir dos momentos

centrados, µ̃i, i ≤ k, pois:

κk = µ̃k −
k−2∑
i=2

(
k − 1

i− 1

)
κi µ̃k−i, k = 2, . . . (C.10)

que permite escrever:

κ2 = µ̃2 (C.11)

κ3 = µ̃3 (C.12)

κ4 = µ̃4 − 3µ̃2
2 (C.13)

Dessa forma, o k-ésimo cumulante é função dos momentos até a ordem k, e vice-

versa.

Representando como κk(x) o cumulante de ordem k para a distribuição na va-

riável x, podemos escrever as seguintes propriedades interessantes dos cumulantes:

• Invariância quanto ao deslocamento da origem (semi-invariância):

κ1(x+ α) = κ1(x) + α

κk(x+ α) = κk(x), k ≥ 2
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• Homogeneidade ou multilinearidade:

κk(αx) = αkκk(x)

• Aditividade para variáveis independentes x e y:

κk(x+ y) = κk(x) + κk(y)

C.1.2 Excesso de Curtose

Existem diversas medidas que podem ser usadas como estimadores da não-gaussia-

nidade. A curtose (kurtosis) é uma medida clássica de não-gaussianidade e é uma

das medidas mais amplamente usadas para a busca dos componentes independentes

[227]. A curtose de uma distribuição normalizada de uma única variável é igual ao

seu cumulante de quarta ordem. É comum também encontrar na literatura o termo

excesso de curtose:

γ2 =
κ4

κ2
2

=
µ̃4

µ̃2
2

− 3 (C.14)

onde a notação γ2 é usada na literatura para representar o excesso de curtose, uma

vez que existe também uma outra quantidade, dada por γ1, que está associada

a medida da assimetria (skewness) de uma distribuição. Como uma distribuição

Gaussiana apresenta µ̃4 = 3µ̃2
2, o excesso de curtose de uma PDF Gaussiana é nulo,

mostrando que seu valor mede a não-Gaussianidade de uma distribuição.

Uma curtose elevada significa pouca flutuação dos dados, ou seja, estão mais pró-

ximos à média. Valores de curtose baixos significam que os dados apresentam um

grande ńıvel de variância, estão mais distantes da média. A Figura C.1 mostra três

distribuições com diferentes valores de curtose. A diferença entre as curvas pode ser

explicada pelos diferentes valores de excesso de curtose que cada distribuição possui.

Quando o excesso de curtose é nulo a distribuição é chamada de mesocúrtica (me-

sokurtic). Um excesso de curtose positivo significa que a distribuição possui uma

cauda mais significante que uma distribuição normal e é chamada de leptocúrtica

(leptokurtic). Já um excesso de curtose negativo significa que a distribuição pos-

sui uma cauda menos significante que uma distribuição normal sendo chamada de

platicúrtica (platykurtic).

C.1.3 Cumulantes de Distribuições Multivariadas

A definição de cumulantes pode ser generalizada para funções multivariadas. Para

os propósitos deste trabalho, é suficiente saber que os cumulantes de ordem s de

funções multivariadas, x ∈ <h podem ser representados por tensores, K, da mesma
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Normal-Mesokurtic (0)
Sub-Gaussiana-Platykurtic (-)

Super-Gaussiana-Leptokurtic (+)

Figura C.1: Distribuições com diferentes ńıveis de curtose.

ordem em um espaço de dimensão h, podendo ser representado através dos tensores

dos momentos centrados de até mesma ordem, T. Por exemplo, os cumulantes de

segunda, terceira e quarta ordem são expressos por:

Kij = Cum(xi, xj) = Tij = Σij (C.15)

Kijk = Cum(xi, xj, xk) = Tijk (C.16)

Kijkl = Cum(xi, xj, xk, xl) = Tijkl − TijTkl − TikTjl − TilTjk (C.17)

onde i, j, k, l = 1, . . . , h e Σij são os componentes da matriz de covariância. Note que,

tal como os momentos, os tensores dos cumulantes são simétricos, pois seus elementos

com os mesmos valores dos ı́ndices em qualquer ordenação são iguais. Além disso,

eles também satisfazem relações de multilinearidade para qualquer transformação

linear invert́ıvel, x′ = Ax, como, por exemplo, para o cumulante de quarta ordem

[275]:

K ′mnop =
h∑

i,j,k,l=1

AmiAnjAokAplKijkl (C.18)

Além das propriedades representadas acima, cabe destacar que:

• os componentes do vetor de variáveis x são independentes se, e somente se, os

cumulantes cruzados ou misturados, isto é, que tem pelo menos dois ı́ndices

com valores diferentes, são nulos, e

193



• quando uma distribuição tende a uma normal (Gaussiana), os cumulantes de

ordem maior ou igual a 3 podem ser desprezados (são nulos), enquanto que os

momentos de mesma ordem não.

Desta forma, a não-Gaussianidade está associada à existência de cumulantes não

nulos de ordem maior ou igual a 3 e a independência das variáveis leva à nulidade

dos seus componentes cruzados.

C.2 Fundamentos da Teoria da Informação

A teoria de informação sustenta que a informação ganha com a realização de um

evento, I(xk), está relacionado com a probabilidade do mesmo ocorrer, pk, ou seja:

I(xk) = log

(
1

pk

)
= −log(pk) (C.19)

onde a base logaŕıtmica define a unidade da informação, isto é, se a base for 2 a

unidade será bits. Logo, quanto mais raro é o evento, maior a informação contida no

mesmo. Já a entropia absoluta de uma variável aleatória discreta é uma medida da

quantidade média de informação transmitida por mensagem He = E[I(xk)] [226].

Para distribuições de densidade de probabilidade, define-se a entropia diferencial

como [226]:

Ξ(fx) = −E {ln [f(x)]} = −
∫

x

f(x) ln [f(x)] dx (C.20)

que tem algumas propriedades interessantes:

• invariância quanto à translação:

Ξ(fx+c) = Ξ(fx) (C.21)

• transformação linear:

Ξ(fAx) = Ξ(fx) + ln | det A| (C.22)

• a distribuição Gaussiana tem entropia máxima:

Ξ(φx) ≥ Ξ(fx) (C.23)

onde φx é a distribuição Gaussiana multivariada com matriz de covariância,

Σ, igual a de fx, sendo que ambas tem média nula. Neste caso, a Gaussiana
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com h variáveis é expressa por:

φx(x) = (2π)−h/2 (det Σ)−1/2 exp

(
1

2
xTΣ−1x

)
(C.24)

e sua entropia diferencial é dada por:

Ξ(φx) =
1

2
{h [1 + ln(2π)] + ln det Σ} (C.25)

Portanto, a distribuição Gaussiana é a distribuição menos estruturada ou mais

randômica posśıvel entre todas as distribuições com a mesma matriz de covariância,

apresentando a maior entropia posśıvel. Isto permite usar a não-gaussianidade como

medida de entropia. Desta forma, é natural definir a negentropia como o quanto a

distribuição se afasta da Gaussiana correspondente por:

J(fx) = Ξ(φx)− Ξ(fx) (C.26)

de forma que J(fx) ≥ 0, só sendo nula para as distribuições Gaussianas [227] corres-

pondentes. Além disso, devido à Equação C.22, a negentropia é invariante em uma

transformação linear de coordenadas que seja invert́ıvel [223].

A teoria da informação também define a chamada informação mútua entre duas

variáveis vetoriais randômicas, x e y, como sendo a diferença das entropias dife-

renciais das distribuições de probabilidade fx(x) e fx(x|y), onde esta última é a

distribuição de probabilidade condicional de x com y conhecido [226]. Usando a

definição de entropia diferencial, pode-se escrever:

I(fx, fy) = Ξ(fx)− Ξ(fx|y) =

∫
x

∫
y

fx,y(x,y) ln

[
fx(x|y)

fx(x)

]
dxdy (C.27)

Como fx,y(x,y) = fx(x|y)fy(y), pode-se facilmente provar que

I(fx, fy) = Ξ(fx)− Ξ(fx|y) = Ξ(fy)− Ξ(fy|x) = Ξ(fx) + Ξ(fy)− Ξ(fx,y) (C.28)

e, portanto, I(fx, fy) = I(fy, fx). Além disso, verifica-se que I(fx, fy) ≥ 0, só sendo

nula se as variáveis são independentes.

C.3 Medidas de Independência de Variáveis

O ponto chave nos algoritmos de ICA é a definição de uma medida que informe o

grau de dependência entre diferentes variáveis aleatórias. Há vantagens em trabalhar

com dados ou distribuições com média nula (centrados), o que vai ser admitido de

agora em diante.
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Da seção anterior, fica claro que a medida mais direta de independência entre si

das variáveis xi, i = 1, . . . , h que compõem o vetor x, cuja distribuição de densidade

de probabilidade é dada por f(x), é a informação mútua entre a mesma e o pro-

duto das distribuições marginais de densidade de probabilidade para cada uma das

variáveis, fxi(xi), i = 1, . . . , h [223, 226]:

I(fx) =

∫
x

f(x) ln

(
f(x)

f̂(x)

)
dx (C.29)

onde

f̂(x) =
h∏
i=1

fxi(xi) (C.30)

e

fxi(xi) =

∫
x̄

f(x) dx̄ (C.31)

sendo que x̄ não contém a variável xi. Usando a Equação C.27, a Equação C.29

pode ser escrita como:

I(fx) =
h∑
i=1

Ξ(fxi)− Ξ(fx) (C.32)

Utilizando a definição de negentropia, Equação C.26, e a Equação C.25, pode-se

escrever:

I(fx) = J(fx)−
h∑
i=1

J(fxi) +
1

2
ln

[∏h
i=1 σi

det Σ

]
(C.33)

onde σi são as variâncias das distribuições fxi , i = 1, . . . , h, que são iguais aos termos

da diagonal de Σ, isto é, σi = Σii. COMON [223] mostrou que a condição necessária

e suficiente para que o último termo da Equação C.33 se anule é que a matriz de

covariância seja diagonal. Isto pode ser facilmente obtido trabalhando-se com dados

ou distribuições branqueados, conforme visto na próxima seção.

C.4 Branqueamento de Dados e Estat́ısticas

O processo de branqueamento dos dados ou distribuições equivale à utilização de

distribuições em variáveis padronizadas, isto é, com média nula (centrada) e com

à matriz de covariância igual a identidade. Tal condição é obtida centralizando os

dados, Equação B.2, ou as distribuições, Equação 5.8, calculando a matriz de covari-

ância, Equação B.4 ou Equação 5.10, e diagonalizando usando a SVD, conforme visto

na Equação B.10, que define a transformada de Hotteling, H, e a matriz diagonal

com os valores caracteŕısticos em ordem decrescente de valor, D̄. A transformação
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linear que branqueia os dados e distribuições é dada por:

W = HT D̄
−1/2

H (C.34)

e os dados branqueados são dados por:

b = Wx̃ ou B = WX̃ (C.35)

Nota-se que a matriz de covariância dos dados branqueados é dada por:

ΣB =
1

n− 1
BBT =

1

n− 1
WX̃X̃

T
WT

= WΣX̃WT = HT D̄
−1/2

HHT D̄H
(
HT D̄

−1/2
H
)T

= I

(C.36)

e que, para uma transformação linear qualquer, z = Ab ou Z = AB

ΣZ =
1

n− 1
ZZT =

1

n− 1
AB (AB)T = AΣBAT = AAT (C.37)

Portanto, para que o vetor z pertença ao espaço das distribuições de probabilidade

padronizadas, que tem variância unitária, é necessário e suficiente que a transforma-

ção linear seja ortogonal, uma vez que QQT = I.

A transformação da matriz de covariância dada pela Equação C.36 pode ser

generalizada para as estat́ısticas de ordem superior de acordo com a multilinearidade

dos tensores de momentos ou cumulantes. Por exemplo, para o cumulante de quarta

ordem:

K ′mnop =
h∑

i,j,k,l=1

WmiWnjWokWplKijkl (C.38)

Nota-se que, de acordo com as Equações C.21 e C.22, a entropia dos dados

brancos é dada por:

Ξ(fb) = Ξ(fx̃) + ln | det W| = Ξ(fx−µ) + ln | det D̄
−1/2| = Ξ(fx) + ln | det D̄

−1/2|
(C.39)

já que | det H| = 1. Desta forma, a negentropia não é alterada no processo de

branqueamento, pois φx e fx tem a mesma matriz de covariância:

J(fb) = Ξ(φb)− Ξ(fb) = Ξ(φx)− Ξ(fx) = J(fx) (C.40)

Da mesma forma, a negentropia não muda na aplicação de uma transformação or-

togonal, Q, sobre os dados branqueados

J(fz) = J(fb) = J(fx), z = Qb (C.41)
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pois | det Q| = 1. Usando a Equação C.33, pode-se assim calcular a informação

mútua da distribuição de probabilidade z = Qb por

I(fz) = J(fz)−
h∑
i=1

J(fzi) = J(fx)−
h∑
i=1

J(fzi) (C.42)

C.5 Funções Contraste

Como critério para a aplicação da ICA, COMON [223] definiu que a função contraste,

Ω, precisa ter as seguintes propriedades:

• ser invariante a uma permutação das variáveis (multiplicação de x por uma

matriz de permutação, P), isto é, Ω(fx) = Ω(fPx),

• ser invariante a um escalonamento das variáveis (multiplicação de x por uma

matriz diagonal, Λ), isto é, Ω(fx) = Ω(fΛx), e

• se x = Ms, sendo s o vetor de componentes independentes e M uma transfor-

mação linear invert́ıvel, então Ω(fx) ≤ Ω(fMs), isto é, o máximo da função é

obtido para os componentes independentes.

As duas primeiras condições indicam que o problema de se achar as direções inde-

pendentes, s, a partir do vetor de variáveis x, não é único pois se s é uma solução

que maximiza Ω(fMs), ΛPs também o é.

Como I(fx) ≥ 0, só sendo nula se as variáveis são independentes, o seu nega-

tivo é um candidato natural para ser uma função contraste. Como no problema de

separação de fontes desconhecidas não se sabe nem a intensidade das fontes e nem

a matriz de mistura, é razoável realizar a minimização da informação mútua res-

trita ao espaço das distribuições padronizadas ou dados branqueados. Além disso,

a ordenação das variáveis através da magnitude dos valores caracteŕısticos e o es-

calonamento dos mesmos para terem uma matriz de covariância unitária elimina a

multiplicidade de soluções devido a escalonamentos e permutações de variáveis.

Assim, COMON [223] mostrou que uma função contraste pode ser definida como:

Ω(fx) = −I(fz) (C.43)

onde

z = Qb, b = Wx̃ = W(x− µ) (C.44)

e Q é uma transformação ortogonal. Nota-se que no espaço das distribuições padro-

nizadas a variância tem que se manter como uma matriz unitária sob uma trans-

formação linear, de forma que as transformações lineares posśıveis são ortogonais,
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como mostrado na Equação C.37. Usando Equação C.42, temos:

Ω(fx) =
h∑
i=1

J(fzi)− J(fx) (C.45)

Esta função não pode ser usada diretamente no processo de maximização de Ω por-

que as distribuições não são conhecidas, muito embora seja claro que a negentropia

dos dados observados, J(fx), seja uma constante. Porém, a distribuição de uma va-

riável padronizada, f(z), onde z é a soma de m variáveis randômicas independentes,

pode ser expandida em torno da Gaussiana multivariada de covariância unitária.

Usando esta expansão, a negentropia da distribuição, J(fz), pode ser aproximada

por [223]:

J(fz) =
1

48

(
4κ2

3 + κ2
4 + 7κ4

3 − 6κ2
3κ4

)
+O(m−2) (C.46)

onde κ3 e κ4 são, respectivamente, os cumulantes de terceira e quarta ordens da

distribuição f(z). Usando esta aproximação, a Equação C.45 pode ser aproximada

por:

Ω(fx) ≈ 1

48

h∑
i=1

(
4K2

iii +K2
iiii + 7K4

iii − 6K2
iiiKiiii

)
− J(fx) (C.47)

onde Kiii e Kiiii são, respectivamente, os cumulantes marginais de terceira e quarta

ordens da distribuição da variável padronizada z = Qb, isto é, os elementos da

diagonal principal dos tensores cumulantes de terceira e quarta ordem definidos por

Kij...q = Cum {zi, zj, . . . , zq}. Deve-se notar que estes tensores cumulantes satisfa-

zem a relação de multilinearidade, isto é, se Qij representa as componentes da matriz

de rotação, Q, e K ′ij...q = Cum {bi, bj, . . . , bq}, então:

Kijk =
h∑

p,q,r=1

QipQjqQkrK
′
pqr (C.48)

e

Kijkl =
h∑

p,q,r,s=1

QipQjqQkrQlsK
′
pqrs (C.49)

Assim, como J(fx) é constante, a maximização de Ω(fx) é aproximadamente obtida

pela maximização do funcional:

Ψ(Q) =
h∑
i=1

(
4K2

iii +K2
iiii + 7K4

iii − 6K2
iiiKiiii

)
(C.50)

Entretanto, embora a informação mútua dada pela Equação C.43 seja uma função

contraste, não há prova que o funcional Ψ(Q) o seja. COMON [223] demonstrou

que os seguintes critérios, baseados em simplificações da Equação C.50, são funções
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contraste:

Ψ(Q) =
h∑
i=1

K2
i...i (C.51)

onde Ki...i são os elementos da diagonal principal dos tensores cumulantes de ordem

r ≥ 2. Particularmente, se r ≥ 3, o critério discrimina vetores de variáveis com

no máximo um cumulante marginal de ordem r nulo. Como a independência das

h variáveis é equivalente à independência das combinações destas variáveis duas a

duas, COMON [223] propôs um algoritmo iterativo de maximização de qualquer

função polinomial envolvendo cumulantes e usando rotações no plano (Seção C.6).

Como o somatório dos quadrados de todos os componentes do tensor Kij...q é

constante sob a aplicação de uma transformação ortogonal, à maximização de Ψ(Q)

dada pela Equação C.51 equivale a minimização do somatório dos quadrados dos

cumulantes cruzados, isto é:

max Ψ(Q)⇐⇒ min

{
h∑

i,j,...,q=1

K2
ij...q −

h∑
i=1

K2
ii...i

}
(C.52)

Uma vez definida a matriz ortogonal Q, chamada aqui de matriz R que rotaciona

z para que suas direções sejam independentes, a Equação C.44 permite escrever que:

s = Rz = RWx̃ = RW(x− µ) ⇒ S = RW (C.53)

que define a matriz de separação S da ICA.

C.5.1 Função Contraste de Cardoso e Souloumiac

CARDOSO e SOULOUMIAC [229], por sua vez, propuseram a seguinte função de

contraste:

Ψ(Q) =
h∑

i,k,l=1

K2
iikl (C.54)

onde Kijkl é o cumulante de quarta ordem do vetor de variáveis branqueadas, z. A

maximização do contraste dado pela Equação C.54 é equivalente à minimização dos

cumulantes cruzados com os dois primeiros ı́ndices diferentes:

min

{
h∑

i,j,k,l=1,i 6=j

K2
ijkl

}
(C.55)

Nota-se que para k e l fixos, Kijkl é uma matriz e a maximização dos elementos

contidos na Equação C.54 é equivalente à sua diagonalização. Foi esta equivalência

que levou os autores a proporem esta função contraste.
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Considere uma matriz qualquer A. Então, a expressão

Cz(A) = Cij =
h∑

k,l=1

KijklAkl (C.56)

define uma matriz Cz a partir dos cumulantes de quarta ordem da variável z. Con-

sidere a matriz epe
T
q , onde ep = [ek,p], ek,p = δkp, isto é, é o vetor com componentes

nulas exceto para a linha k, cujo valor é unitário. Então, os elementos desta matriz

são iguais a δkpδlq e Cz(epe
T
q ) é uma matriz denominada de fatia paralela (p, q) do

cumulante de quarta ordem, cujos componentes são dados por Kijpq. Note que qual-

quer matriz Cz(A) pode ser representada como uma combinação linear destas h2

matrizes, com os elementos de A sendo os coeficientes multiplicativos das mesmas,

o que mostra que este conjunto é uma base deste espaço de matrizes.

Portanto, o critério dado pela Equação C.55 implicaria na diagonalização simul-

tânea destas h2 matrizes, pelo menos de forma aproximada, já que a diagonalização

só será exata se realmente todas as variáveis de z forem completamente indepen-

dentes, pois nestes caso apenas os componentes da diagonal principal do cumulante

de quarta ordem seriam diferentes de zero. Isto pode ser provado se admitimos que

o modelo linear do ICA é válido, isto é, s = Rb, o que leva a z = QRT s. Repre-

sentando QRT = U = [u1|u2| . . . |uh], pois U é uma matriz ortogonal, então é fácil

mostrar que Cz(A) assume a seguinte forma diagonal:

Cz(A) =
h∑
i=1

(
κ4,iu

T
i Aui

)
uiu

T
i , ∀A (C.57)

onde κ4,i é a curtose do componente i de s.

Considerando um conjunto de s matrizes Nr, r = 1, . . . , s, o diagonalizador si-

multâneo deste conjunto é a matriz unitária, Q, que maximiza o critério [229]:

s∑
r=1

∣∣diag (QTNrQ
)∣∣2 (C.58)

Entretanto, este procedimento é pouco atraente para um conjunto de s = h2 matri-

zes.

CARDOSO e SOULOUMIAC [229] provaram que existem as chamadas matrizes

caracteŕısticas, E, que satisfazem a:

Cz(Er) = λrEr, trace
{
ErE

T
s

}
= δrs, r, s = 1, . . . h2 (C.59)

e que são ortonormais. O espectro de autovalores tem h(h−1) autovalores nulos e os

outros h autovalores são iguais a curtose das componentes independentes λr = κ4,r,
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r = 1, . . . , h. Desta forma, a base deste espaço de matrizes tem apenas h matrizes,

de forma que só é necessário fazer a diagonalização simultânea aproximada das

h matrizes caracteŕısticas (Joint Approximate Diagonalization of Eigen-matrices,

JADE).

C.6 Método de Jacobi

O método de Jacobi é uma técnica iterativa para a diagonalização de uma matriz

simétrica A por uma matriz ortonormal, Q. O método utiliza uma sequência de

transformações ortonormais envolvendo apenas duas variáveis, Qij, cada qual sendo

uma rotação de Givens, que é uma rotação no plano destas duas variáveis [279]. A

aplicação da rotação plana gera a matriz A′ij = QT
ijAQij, onde a rotação no plano

das variáveis de ı́ndices i e j é representada por:

Qij =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · c · · · s · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · −s · · · c · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


(C.60)

onde c e s representam o cosseno e o seno do angulo de rotação. No método con-

vencional, c e s podem ser analiticamente calculados para zerar os termos fora da

diagonal da matriz transformada A′ij. O processo é realizado iterativamente percor-

rendo os h(h− 1)/2 pares de variáveis, o que é a chamada varredura do método. As

varreduras são executadas até que o somatório dos quadrados dos termos fora da

diagonal principal da matriz que está sendo transformada seja menor que uma dada

tolerância. Fazendo-se as mesmas operações em uma matriz identidade, acaba-se

obtendo a matriz ortonormal de diagonalização Q.

CARDOSO e SOULOUMIAC [229] generalizaram o método de Jacobi para mi-

nimizar o somatório dos quadrados dos termos fora da diagonal das matrizes obtidas

por C(Er), r = 1, . . . , h, obtendo a solução através de um problema de autovalor de

uma matriz 3×3 real simétrica no caso de dados complexos, que se reduz a um pro-

blema similar para uma matriz 2×2 real simétrica para dados reais. Assim, uma das

principais vantagens deste método é que os problemas bidimensionais apresentam

solução anaĺıtica simples [229–231, 280, 281].
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Apêndice D

Decomposição em Valores

Singulares

A decomposição em valores singulares (SVD) é uma técnica numérica usada para

solução de sistemas de equações lineares ou para inversão de matrizes singulares ou

muito próximo de serem singulares. Nestes casos, os métodos tradicionais como eli-

minação Gaussiana ou decomposição LU não conseguem obter uma solução, devido

ao mau condicionamento do problema. Por outro lado, a solução dada pela SVD nos

casos onde não existem problemas de matriz singular tende a ser a mesma solução

obtida com métodos tradicionais, como eliminação Gaussiana e decomposição LU

[218, 259].

Da mesma forma que a SVD torna posśıvel inverter uma matriz mal condicio-

nada, é posśıvel também obter uma solução para matrizes não-quadradas ou com de-

ficiência de posto. Considerando um sistema linear Ax = b com solução x = A−1b,

a matriz Am×n pode ser tanto quadrada quanto retangular, ou seja, com número de

linhas, m, maior ou menor que o número de colunas, n, e pode ser escrita como o

produto de uma matriz ortogonal Um×m, uma matriz diagonal Wm×n, com elemen-

tos positivos ou nulos (os valores singulares), e a matriz transposta de uma matriz

ortogonal Vn×n, ou seja:

A = U W VT (D.1)

onde U é ortogonal e suas colunas são vetores ortonormais e V é ortonormal, ou

seja, tanto suas colunas como suas linhas são vetores ortonormais:

UT U = VT V = 1 (D.2)

No caso em que Am×n possui um número de linhas menor que o de colunas, ou

seja, m < n, os valores singulares wj para j = m+ 1, . . . , n são nulos.

O número de condicionamento da matriz A pode ser calculado facilmente, após
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essa decomposição, a partir do vetor dos elementos da diagonal principal de W,

ou seja, os autovalores de A. Formalmente, o número de condicionamento de uma

matriz é definido como a razão, em magnitude, do seu maior com o menor autovalor.

A matriz torna-se singular quando o seu número de condicionamento é infinito e mal

condicionada quando o mesmo é suficientemente elevado para provocar problemas

em operações de ponto flutuante, ou seja, quando o rećıproco do número de condici-

onamento é da ordem de 10−6 em operações de ponto flutuante com precisão simples

e 10−12 usando precisão dupla ou estendida.

De acordo com a Equação D.1, a inversa da matriz A pode ser calculada como:

A−1 = V [diag(1/wj)] U
T (D.3)

onde diag corresponde ao vetor contendo a diagonal principal de W.

O único problema de se fazer a inversão da matriz A, conforme colocado na

Equação D.3, é quando um ou mais dos valores de wj são nulos, no caso de uma

matriz com posto deficiente, ou o wj ser um valor muito pequeno no caso de uma

matriz mal condicionada. Nestes casos, o que normalmente é feito em rotinas de

cálculo de SVD é definir um valor mı́nimo de corte, ε, para wj no qual para todo

wj < ε o valor de 1/wj é substitúıdo por zero. Em casos em que a SVD é aplicada

para obtenção de pseudo-inversas de matrizes ou solução de sistemas lineares de

equações, ε é um valor baseado na precisão de cálculo de operações de ponto flutuante

da máquina, geralmente se usa 10−10 < ε < 10−6. Em outras aplicações, como por

exemplo, na redução da dimensionalidade de dados feita por métodos como PCA e

ICA, esse valor poder ser maior, 10−3 < ε < 10−1 [218, 220].

Em casos de problemas super-determinados, a solução do sistema linear obtida

pela SVD é a que minimiza o valor do reśıduo, r, num problema de mı́nimos qua-

drados (norma Euclidiana ou L2), tal que:

r ≡ ||Ax− b|| (D.4)

para uma quantidade espećıfica de componentes da matriz W que foram considera-

dos. Em casos sub-determinados a SVD fornece uma das múltiplas soluções posśıveis

[259]. Caso seja usado ε = 0 a solução da SVD é igual à obtida pelos métodos diretos

de eliminação Gaussiana ou decomposição LU. Contudo, isso faria a SVD apresentar

os mesmos problemas dos métodos diretos em casos de matrizes com posto deficiente

ou mal condicionadas, onde wj → 0.
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Apêndice E

Comparação entre Diferentes

Modelos de Turbulência

Serão mostrados alguns resultados obtidos para o caso pt9g11, apresentado na Seção

7.3.1, usando diferentes modelos de turbulência. O resumo das caracteŕısticas desse

caso foi definido na Tabela 7.15. Foram avaliados os modelos de turbulência k − ε
[240], Realizable k − ε [282], k − ω [256, 283], k − ω SST (Shear-Stress Transport)

[255], Spalart-Allmaras [284] e o modelo de dupla-camada, k − ε−W , apresentado

na Seção 6.7.

Uma geometria 2D foi usada com uma malha computacional contendo aproxi-

madamente 14k células hexaédricas. Na Figura E.1 é ilustrada a malha na região

do acidente.

Usando essa malha obteve-se um y+ máximo e médio em torno de 6 e 1,5, res-

pectivamente. As condições de contorno para o caso formam dadas na Tabela 7.17,

porém, para os modelos k − ε, Realizable k − ε, k − ω, k − ω SST (Shear-Stress

Transport) usou-se as funções de parede dispońıveis no OpenFOAM. A condição de

entrada para a variável ω0 foi calculada como:

ω0 = C
− 1

4
µ

√
k0

l
(E.1)

onde l = 0,07 dh é a escala de comprimento associada a turbulência e dh é o diâmetro

Figura E.1: Ampliação da malha usada na região do acidente.
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hidráulico do duto.

Como o objetivo dessa análise é avaliar diferentes modelos de turbulência, o

modelo multi-fluido foi resolvido usando quatro fases dispersas no DQMoM e não foi

considerado a interação entre part́ıculas, ou seja, ignorou-se a quebra e a coalescência

de gotas. O termo de dispersão de gotas foi considerado usando Scturb = 1. Somente

os resultados para os modelos k− ε, k−ω SST (Shear-Stress Transport) e k− ε−W
serão apresentados e discutidos, pois os resultados dos outros modelos levam as

mesmas conclusões para o caso analisado.

Na Figura E.2 são ilustrados os gráficos de contorno para a pressão, a velocidade

de mistura, a taxa de dissipação de energia cinética turbulenta e a viscosidade tur-

bulenta obtidas usando o modelo de turbulência k − ε. Percebe-se uma queda de

pressão na região do acidente (Figura E.2(a)) juntamente com um aumento de velo-

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura E.2: Campos estacionários para (a) p, (b) um = (1 − rd)u0 +
∑N

α=1 rαuα (ve-
locidade média da mistura), (c) ε0 e (d) νt0 obtidos usando o modelo de
turbulência k − ε.
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cidade devido ao estreitamento do canal (Figura E.2(b)). Como pode ser visto pela

Figura E.2(c), existe uma taxa de dissipação de energia cinética turbulenta elevada

na região anterior ao acidente. Isso não é plauśıvel, tendo em vista que o escoa-

mento é laminar nessa região. Esse predição errada do valor de ε0 é problemática,

considerando que essa variável poderia afetar as frequências de quebra e coalescência

de gotas, caso fossem consideradas. A viscosidade turbulenta possui valores mais

elevados na região do acidente e logo posterior ao mesmo (Figura E.2(d)).

Na Figura E.3 são ilustrados os gráficos de contorno para a pressão, a veloci-

dade de mistura, a taxa de dissipação de energia cinética turbulenta e a viscosidade

turbulenta obtidas usando o modelo de turbulência k − ω SST.

Como esperado, também nesse caso percebe-se uma queda de pressão na re-

gião do acidente (Figura E.3(a)). Observa-se pela Figura E.3(b) que ocorre um

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura E.3: Campos estacionários para (a) p, (b) um = (1 − rd)u0 +
∑N

α=1 rαuα (ve-
locidade média da mistura), (c) ε0 e (d) νt0 obtidos usando o modelo de
turbulência k − ω SST.
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Tabela E.1: Valores da diferença de pressão, ∆p, entre a entrada e a sáıda do canal.

Método Experimental [273] k − ε k − ω SST k − ε−W
∆p [MPa] 0,171 0,205 0,227 0,207

aumento de velocidade devido ao estreitamento do canal. Observa-se também um

comportamento estranho do perfil de velocidade na seção posterior ao acidente. Esse

comportamento não é plauśıvel, podendo ser atrelado ao modelo k−ω SST que mos-

trou ser muito senśıvel às condições iniciais e de contorno aplicadas. Por exemplo,

observou-se que o modelo é muito senśıvel ao valor da intensidade turbulenta usada

na entrada ou variações da função de parede para ω0 [250], podendo em alguns casos

não gerar o perfil de velocidade estranho mostrado na Figura E.3(b). Por outro lado,

observa-se que a dissipação de energia cinética turbulenta é muito baixa na região

anterior ao acidente (Figura E.3(c)), sendo um resultado mais razoável que o obtido

com o modelo k − ε. A viscosidade turbulenta possui valores expressivos somente

na região posterior ao acidente (Figura E.3(d)).

Por fim, na Figura E.4 são ilustrados os gráficos de contorno para a pressão,

a velocidade de mistura, a taxa de dissipação de energia cinética turbulenta e a

viscosidade turbulenta obtidas usando o modelo de dupla-camada k − ε−W
Novamente observa-se uma queda de pressão na região do acidente (Figura

E.4(a)) e um aumento de velocidade devido ao estreitamento do canal (Figura

E.4(b)). A taxa de dissipação de energia cinética turbulenta é muito baixa na região

anterior ao acidente (Figura E.4(c)), sendo um resultado mais razoável que o obtido

com o modelo k− ε. A viscosidade turbulenta possui valores significativos na região

do acidente e posterior ao mesmo (Figura E.4(d)).

Na Tabela E.1 são apresentados os valores da diferença de pressão, ∆p, entre a

entrada e a sáıda do canal obtido experimentalmente e os valores preditos usando

diferentes modelos de turbulência. Como pode ser visto, todos os valores preditos

pela simulação superestimaram o valor de ∆p. O modelo k − ω SST foi o que pior

previu o valor de ∆p, que pode estar relacionado ao perfil de velocidades estranho

obtido com este modelo. Os modelos k− ε e k− ε−W obtiveram resultados muito

parecidos, com um erro relativo de aproximadamente 20%.

Dentre os três modelos de turbulência analisados, verificou-se que o modelo de

dupla-camada k−ε−W foi o que previu resultados mais coerentes em relação as pro-

priedades do escoamento. Comparado ao modelo k−ε, o modelo k−ε−W respeitou

a propriedade do escoamento ser laminar na região anterior ao acidente. Comparado

ao modelo k−ω SST, não gerou perfis de velocidades com comportamento estranho

e é menos senśıvel às condições iniciais e de contorno.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura E.4: Campos estacionários para (a) p, (b) um = (1 − rd)u0 +
∑N

α=1 rαuα (ve-
locidade média da mistura), (c) ε0 e (d) νt0 obtidos usando o modelo de
turbulência de dupla-camada k − ε−W .
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