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Escoamentos multifasicos polidispersos sao bastante comuns na engenharia e
apresentam grande importancia em intimeras aplicacoes industriais, tais como colu-
nas de borbulhamento, processos fermentativos, polimerizacao e emulsificacao. Nes-
ses processos, os efeitos de interagoes entre elementos que compoem a fase dispersa
sao consideravelmente complicadas e em algumas aplicagoes praticas, uma boa re-
presentacao da fisica do processo so é alcancada quando se considera mais de uma
variavel na modelagem do sistema polidisperso, resultando num problema do tipo
multifasico polidisperso multivariado. Este trabalho visou o desenvolvimento e im-
plementacao de métodos para a solucao de problemas de balanco populacional mul-
tivariado e do seu acoplamento com a dinamica de fluidos computacional. Dentre
os métodos investigados, 0 DQMoM-FC foi o que apresentou a melhor performance.
Uma implementacao do DQMoM-FC multivariado foi feita no software OpenFOADM.
Os modelos para a quebra e coalescéncia de gotas e também um modelo de turbu-
léncia de dupla-camada foram estendidos e implementados. O problema referente a
inversao de momentos multivariados também foi investigado em detalhes e novas me-
todologias foram propostas. Os métodos para inversao de momentos multivariados
foram avaliados usando diferentes fungoes distribuicoes bivariadas. A validacao das
metodologias desenvolvidas e de suas implementacoes foram realizadas considerando
diferentes casos testes para um escoamento de emulsao de dgua em 6leo através de
um duto contendo um acidente. O processo de misturacao de uma corrente de dgua
doce com uma emulsao de dgua salgada em 6leo foi simulado considerando diferentes
condicoes operacionais. Por fim, resultados de simulacoes de balanco populacional
monovariado foram comparadas com dados experimentais, mostrando uma boa con-

cordancia.
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Polydispersed multiphase flows are of great importance in several research areas
and industrial applications, as bubble column reactors, microbial systems, polymer-
ization and emulsification to cite a few. In these processes, the effects of interactions
among the dispersed phases are usually complex and, in some practical applications,
a good representation of the phenomena is only achieved when considering more
than one variable in the modeling, resulting in a multivariate polydisperse multi-
phase problem. This work aimed at developing and implementing methods for the
solution of the multivariate population balance problems and its coupling with com-
putational fluid dynamics. Among the investigated methods, DQMoM-FC showed
the best performance. The implementation of the multivariate DQMoM-FC was
performed in the OpenFOAM software. The models for breakage and coalescence of
droplets and also a two-layer turbulence model were extended and implemented. The
problem regarding the multivariate moment inversion was also investigated in de-
tail and new methodologies have been proposed. Methods for multivariate moment
inversion were evaluated using different bivariate distribution functions. The vali-
dation of the developed methodologies and their implementations were performed
considering different test cases for a flow of water-in-oil emulsion through a duct
containing a valve-like accident. The process of mixing a stream of freshwater with
the salty water-in-oil emulsion was simulated considering different operational con-
ditions. Finally, simulation results considering univariate population balance models

were compared with experimental data, showing good agreement.
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Capitulo 1

Introducao

Escoamentos multifasicos dispersos sao caracterizados pela existéncia de uma ou
mais fases dispersas, como bolhas, gotas ou particulas, em uma fase continua.
Quando os elementos que compoem a fase dispersa possuem diferencas aprecia-
veis entre si — tamanho, area superficial, temperatura, concentragao de um de seus
componentes, etc. — diz-se que o sistema € polidisperso.

A distribuicao das propriedades de um sistema polidisperso pode passar por vari-
agoes significativas ao longo do processo. Os mecanismos envolvidos nestas variagoes
usualmente estao relacionados a diversos fendmenos, como a presenca de reagoes qui-
micas, agitagao, o padrao do escoamento e fenémenos de transferéncia de massa e
de calor entre as diferentes fases presentes no sistema.

Além disso, em algumas aplicagoes praticas, uma boa representacao da fisica do
processo s6 é possivel quando se considera mais de uma variavel para modelar o
sistema polidisperso. Neste caso, é necessario considerar um escoamento do tipo
multifdsico polidisperso multivariado. Por exemplo, num escoamento de gas em
liquido o mais usual é considerar somente a informacao sobre o tamanho das bolhas,
contudo o conhecimento do tamanho e da area superficial permitiria uma modelagem
mais detalhada do processo. Em processos de misturagao liquido-liquido pode ser
interessante dispor, além da informagao da distribuicao do tamanhos das gotas, o
valor da concentracao dos componentes existentes nas mesmas. Outro exemplo é
a polimerizacao em emulsao, onde cada particula pode ser caracterizada por seu
tamanho e pela massa de polimero presente na mesma.

Os escoamentos multifasicos polidispersos sao bastante comuns na engenharia e
apresentam grande importancia em inimeras aplicagoes industriais, tais como: na
dinamica de aerosdis, em ciclones, colunas de borbulhamento, processos de polimeri-
zagao, cristalizagao, fermentacao, emulsificagao, entre outros [3H8]. Nesses processos
os efeitos de interagoes entre as entidades que compoem a fase dispersa sao conside-
ravelmente complexas por contarem com a influéncia de diversos fenomenos fisicos

distintos e variaveis do sistema. Por outro lado, o conhecimento das propriedades de



um sistema polidisperso juntamente com a dinamica do escoamento podem ser de
fundamental importancia em operagoes que utilizam algum dos processos citados.
As simulagoes computacionais vem sendo cada vez mais usadas para tal propdsito,
atuando em cooperacao com os prototipos de bancada. O uso do balanco populaci-
onal para modelar um sistema polidisperso acoplado com o escoamento multifasico,
resolvido por dinamica de fluidos computacional, tem se mostrado uma metodologia

realmente eficaz para a simulacao de escoamentos multifasicos polidispersos.

1.1 Motivacao e Relevancia do Trabalho

Uma simulagao mais adequada de sistemas polidispersos depende de uma solugao
acurada da equacao de balanco populacional multivariada acoplada a dinamica de
fluidos computacional. Um cddigo que possibilite fazer simulacoes de sistemas po-
lidispersos possui grande aplicacao em muitos processos da engenharia, podendo
ser utilizado tanto em estudos cientificos, no meio académico, quanto em industrias,
constituindo uma ferramenta para auxiliar na implementacao de novos projetos e/ou
na melhoria dos ja existentes.

Todavia, a existéncia de um codigo ou até mesmo de uma metodologia para tal
propdsito é uma questao ainda controversa na literatura e um assunto que merece
muita dedicacao e pesquisa académica. Dessa forma, este trabalho é motivado nao
somente pela vasta aplicagao que os escoamentos multifasicos polidispersos possuem
em processos que ocorrem na natureza ou na industria, mas também pelos desafios

cientificos que esta area ainda apresenta, como por exemplo:

e Solucao de problemas de balango populacional multivariado: existe
uma complexidade tanto em termo de modelagem quanto de solugao. Este
tema ¢é ainda pouco abordado na literatura, mas vem ganhando um maior des-
taque nos tultimos anos. Ainda hoje nao existe uma metodologia que permita
resolver este tipo de problema de forma acurada e eficiente. Grande parte dos
trabalhos encontrados na literatura nao vao além de resolver um problema
de balango populacional monovariado [5l, 9, [10]. Quando consideram um caso

multivariado, geralmente o fazem com muitas simplifica¢oes [ITHI3].

e Solucgao de escoamentos multifasicos: a simulacao de escoamentos multi-
fasicos ainda depende da solucao de dois grandes desafios relacionados a mo-
delagem e a solugao numérica. Sao necessarios avangos consistentes na area
da modelagem das forcas interfaciais e da turbuléncia. No que se refere a so-
lugao numérica do modelo multifasico, existem hoje diferentes metodologias,

sendo que a escolha por uma ou outra depende do tipo de problema a ser



resolvido. Os maiores desafios nesse campo é tornar essas metodologias mais

gerais, robustas, eficientes e acuradas [4, [14].

e Acoplamento de balanco populacional com o escoamento multifasico:
como pode ser visto na literatura, os métodos baseados em momentos sao os
que se mostram mais promissores para atacar esse tipo de problema. Esses
métodos necessitam da geragao de uma discretizacao que represente a funcao
distribuicao multivariada e seus momentos de forma acurada. O problema da
inversao de momentos monovariados tem solucao fechada, mas o mesmo nao
ocorre para o caso multivariado. A obtencao de uma quadratura multidimen-
sional a partir dos momentos multivariados é uma tarefa complexa, ainda uma
questao em aberto na literatura. A solucao deste problema é de fundamental
importancia para que seja possivel realizar simulacoes de balango populacional

multivariado acopladas a dinamica de fluidos computacional [11, [15] [16].

1.2 Objetivos

A proposta deste trabalho foi o desenvolvimento de um cédigo para simulacao de
escoamentos multifasicos polidispersos multivariados. A implementacao foi realizada
no software de dinamica de fluidos computacional de cédigo aberto denominado
OpenFOAM.

O trabalho teve trés objetivos principais:

1. Desenvolver uma metodologia que seja acurada e ao mesmo tempo genérica,
robusta e eficiente para resolver problemas de balanco populacional multivari-

ado.

2. Estudar e propor metodologias para o acoplamento do balanco populacional

multivariado com cédigos de dinamica de fluidos computacional.

3. Elaborar um cédigo computacional abrangente e flexivel para simular escoa-

mentos multifasicos polidispersos multivariados.

1.3 Estrutura do Texto

No Capitulo |2 sao apresentados os fundamentos tedricos sobre escoamentos multi-
fasicos e uma breve revisao da literatura sobre a aplicacdo dos mesmos.
Posteriormente, no Capitulo [3] é descrita a fundamentagao tedrica sobre balango

populacional no que se refere a sua modelagem e aplicagao. Também é encontrada



uma revisao bibliografica dos métodos atualmente existentes na literatura para re-
solver a equagao de balanco populacional, com foco na aplicagao para problemas
multivariados e heterogéneos.

No Capitulo 4| sao apresentados alguns conceitos referentes a simulacao de escoa-
mentos usando a dinamica de fluidos computacional além de um breve detalhamento
do funcionamento do software OpenFOAM, com aspectos referentes as vantagens de
seu uso e nocoes basicas para simulacao e desenvolvimento através dele.

A problematica em torno da inversao de momentos multivariados é abordada
no Capitulo Também sao apresentados os diferentes métodos que podem ser
considerados como alternativas a solugao deste problema.

No Capitulo [6] sdo descritos os desenvolvimentos e avangos alcangados neste tra-
balho em diferentes areas, igualmente necessérias, para se chegar ao produto final,
ou seja, o solver para simulacao de escoamentos multifasicos polidispersos multiva-
riados.

Posteriormente, no Capitulo [7] sdo apresentados e discutidos os resultados obti-
dos ao longo deste trabalho.

Por fim, o Capitulo [8] é reservado as conclusoes gerais e sugestoes para trabalhos

futuros.



Capitulo 2
Escoamentos Multifasicos

Neste capitulo sao apresentados os fundamentos teoricos em escoamentos multi-
fasicos e uma breve revisao da literatura sobre possiveis aplicagoes desse tipo de

escoamento.

2.1 Definicoes Gerais

Escoamentos multifasicos estao presentes em intimeras aplicacoes da engenharia.
Na engenharia quimica, este tipo de escoamento pode ser encontrado em unidades
de extragao e destilacao, leitos fluidizados, homogenizadores, reatores quimicos e
fermentadores, processos de emulsificacao e desemulsificagao, processos de separacao,
evaporacao e sistemas de dessalinizagao, colunas de borbulhamento, entre muitas
outras aplicagoes [17, [18].

A complexidade dos escoamentos multifasicos é oriunda da existéncia de interfa-
ces separando as diferentes fases. Essas interfaces podem ser multiplas, deformaveis
e moveis, originando descontinuidades nos valores das propriedades fisicas dos flui-
dos e causando a existéncia de um escoamento complexo nas suas vizinhancas. A
topologia da interface permite subdividir os escoamentos em separados, mistos ou
dispersos. Neste sentido, um escoamento multifasico pode ser classificado, de acordo
com as fases termodinamicas envolvidas, em gas-sélido, gas-liquido, liquido-sélido
ou liquido-liquido quando se tem uma mistura entre dois liquidos imisciveis [17].

Escoamentos multifasicos do tipo disperso também sao muito comuns na enge-
nharia. Estes escoamentos tem como caracteristica a existéncia de elementos dis-
persos em uma fase continua, ou seja, a fase dispersa ocupa regioes desconexas do
espaco. Num escoamento desse tipo podem existir interacao entre as particulas,
gotas ou bolhas, que compoem as fases dispersas, sendo comum a ocorréncia dos

fenomenos de agregacao e quebra de particulas'. Quando as particulas nao podem

IPor simplicidade, o termo particula passard a ser usado neste trabalho para designar nao
unicamente particulas sélidas, mas também qualquer entidade dispersa numa fase continua.



ser admitidas como sendo iguais, o escoamento passa a ser classificado como po-
lidisperso. Estes escoamentos podem ser modelados usando a técnica de balanco
populacional, que sera descrita no Capitulo [3] Num escoamento polidisperso, a dis-
tribuicao de tamanho das particulas e as suas interagoes podem vir a afetar nao
somente o perfil de velocidade das fases, mas também o regime do escoamento mul-
tifasico [4].

Apesar da vasta literatura sobre escoamentos multifasicos o assunto ainda é tema
de muita pesquisa e nao esta tao bem consolidado como estao os escoamentos mo-
nofésicos.

A dinadmica de fluidos computacional (Computational Fluid Dynamic - CFD) tem
mostrado ser uma boa ferramenta para a simulagao dos fenomenos que sao observa-
dos em escoamentos multifasicos. Na literatura que trata da simulacao desse tipo
de escoamento usando CFD, as abordagens Euleriana-Euleriana (E-E) e Euleriana-
Lagrangeana (E-L) sao as predominantes [14].

A modelagem E-L trata as particulas como entidades discretas presentes no es-
coamento de uma fase continua. Cada particula é modelada individualmente e o
nimero de particulas a ser considerado pela modelagem deve ser suficiente para
representar o nimero real de particulas presente no sistema. O mais comum é se
assumir particulas representativas, isto é, uma particula que representa o efeito de
um conjunto de particulas. Devido a isto, geralmente se admitem hipdteses simplifi-
cativas no qual as particulas sao consideradas fontes pontuais e com forma esférica.
Dessa forma, resolvem-se as equagoes médias para conservagao de massa, energia e
quantidade de movimento para a fase continua (Euleriana) e as velocidades e posi-
¢oes das particulas sao obtidas a partir da segunda lei de Newton. Definindo m;, z;
e u; como sendo, respectivamente, a massa, a posicao e a velocidade da particula i,

a soma das forgas atuantes na particula i é dada por [4, [19]:

dui
F,=m;— 2.1
> Fr=mi (2.1)
sendo a velocidade definida como:
dZZ‘
i = 2.2
YTy (22)

O efeito das particulas sobre o meio assim como as interagoes entre particulas sao
passiveis de serem consideradas nesse tipo de modelagem usando-se, por exemplo, a
abordagem DEM (Discrete Element Method) |20, 21]. Contudo, é mais comum o uso
de simulagoes E-L quando se tem baixas quantidades de particulas (sistemas dilui-
dos) devido ao enorme custo computacional em escoamentos com elevada densidade

numérica de particulas. Esta limitagao torna este método inviavel para algumas



aplicacoes.

Existe ainda a possibilidade de se considerar as particulas como sendo entidades
deformaveis. Este tipo de escoamento pode ser visto como um escoamento mono-
fasico acrescido de uma metodologia apropriada para o tratamento das interfaces.
Para tal, sdo muito conhecidas as metodologias MaC (Marker-and-Cell) [22] e VoF
(Volume-of-Fluid) [23]. O VoF é uma técnica numérica muito empregada para fazer
o acompanhamento de interfaces em escoamentos que apresentam superficies livres.
Na formulacao VoF uma mesma equagao de conservagao é valida para ambas as
fases. Por exemplo, um tnico campo de pressao e outro de velocidade sao resolvidos
num escoamento multifasico laminar e isotérmico. As diferentes fases se distinguem
pela variacao das propriedades do fluido no dominio ou através das interfaces.

O volume total de um dado fluido em uma célula é calculado como sendo F,,; =
YVeer, onde V.., é 0 volume da célula computacional e v é a fracao de um dos fluidos
nesta célula. O valor de v numa célula varia entre dois limites. Por exemplo,
considerando um caso bifasico, uma célula completamente preenchida por um fluido
apresenta v = 1, ao passo que uma célula completamente preenchida pelo outro
fluido apresenta v = 0. Na interface, v assume valores intermediarios entre 0 e 1,
satisfazendo a seguinte equagao topoldgica [14], 24, 25]:

% +Ve(yu) =0 (2.3)
As propriedades fisicas dos fluidos em uma célula qualquer sao dadas em relagao
a fracao de cada fluido presente na célula correspondente. Matematicamente, para

uma propriedade genérica O, isto pode ser dado como:
0= ’7@fluid01 + (1 - V)GfluidOQ (24)

Atualmente este tipo de método vem sendo muito usado em escoamentos onde
se tem interfaces que podem ser facilmente caracterizadas. Em muitas aplicacoes é
comum usar técnicas de malhas adaptativas, fazendo-se um refinamento de malha
junto a interface. Contudo, a aplicacao desses métodos para representar escoamentos
polidispersos com altas densidades numéricas de particulas ainda ¢ inviavel devido
ao elevado custo computacional associado a necessidade de se usar malhas computa-
cionais muito finas. Por exemplo, em reatores reais a fase dispersa € representada por
uma ampla variedade de tamanhos e elevadas densidades numéricas de particulas,
sendo computacionalmente impraticavel usar uma malha que resolva corretamente
a interface de todas essas particulas [20].

Na abordagem Euleriana-Euleriana, as fases sao vistas como meios interpene-

trantes. Essa formulagao se baseia na promediacao das equagoes de conservacao



usando média volumétrica, temporal ou amostral [25]. As equages de conservagao
de massa e movimento médias sao usadas para descrever ambas as fases em uma
escala de mistura com tamanho superior a molecular. A caracterizacao da mistura
pela média amostral permite aplicar essa metodologia em casos com elevada densi-
dade numérica de particulas [4, 25]. O acoplamento entre este tipo de formulagao e o
balanco populacional é feito de forma bastante direta, sendo por isso a metodologia
mais usada para tratar escoamentos polidispersos. Um maior aprofundamento sobre

a formulacao E-E serd vista na préxima secao.

2.2 Formulacao Euleriana-Euleriana

As simulagoes E-E apresentavam inicialmente muita difusao numérica e eram menos
acuradas que as E-L [27]. Contudo, observou-se uma melhoria significativa através
do uso de esquemas de interpolagao de alta resolucao, conhecidos como TVD (To-
tal Variation Diminishing) e NVD (Normalized Variable Diagram) para os termos
advectivos das equacoes de conservacao de quantidade de movimento, mantendo-se
com isso o interesse neste tipo de formulagao [28].

A promediagao da formulacao FEuleriana origina dois tipos de modelos: o modelo
de mistura e o modelo multi-fluido.

No modelo de mistura ambas as fases sao descritas como se fossem uma tinica
fase, baseando-se na hipdtese de que as fases estao em equilibrio local. Nessa abor-
dagem nao é requerida a solucao das equacoes da continuidade e de quantidade de
movimento para cada uma das fases, mas apenas a equacao para a mistura. HEssa
formulacao prove uma descricao das propriedades e do comportamento da mistura,
mas nao da informacao sobre a interacao e o comportamento das diferentes fases. No
caso do ASMM (Algebraic Slip Mizture Model) deve-se também propor uma relagao
para descrever a velocidade de escorregamento entre as fases (slip) [4, 25].

O modelo Euleriano multi-fluido é mais geral e é obtido da promediagao das
equacoes de conservacao de cada uma das fases. Neste tipo de modelo as fases sao
consideradas como sendo continuas, interpenetrantes e representadas por equagoes
de conservagao médias. No processo de promediacao introduz-se a fracao de fase,
r, ao conjunto de variaveis e devido a perda de informacao no processo de média,
alguns termos adicionais aparecem nas equacoes de conservagao de cada fase. Estes
termos devem ser tratados com uma modelagem adicional e sao os responsaveis
pelos fenomenos de interagao entre as fases. A abordagem E-E é aplicavel a todos
os regimes de escoamento dependendo apenas de uma modelagem para a turbuléncia
e para os termos referentes as forgas interfaciais [4], 14} [I'7, 25].

O modelo Euleriano multi-fluido é naturalmente mais complexo que o modelo

de mistura mas é o mais adequado para descrever sistemas no qual as fases dife-



rem significativamente em comportamento como, por exemplo, quando as fases tém

campos de velocidade bem distintos.

2.2.1 Modelo Euleriano Multi-fluido

No modelo Euleriano multi-fluido para um escoamento disperso, consideram-se usu-
almente N + 1 fases, com uma fase continua, representada pelo subscrito a = 0, e
N fases dispersas, descritas com o subscrito a =1,..., N.

Admitindo um sistema multifasico isotérmico as equacoes de conservacao obtidas

usando média amostral sao descritas por [4, [14]:

a(pa Ta)

. = 2.
o 12) 4 (parata) = Re 25)

O(paTa Uy) T
oo To) . =V.(r, T +
5t TV (PaTallaa) (ra T + rapag (2.6)

+FY L Rouas + S,

e’

onde p,, U, € Tgf I representam, respectivamente, a massa especifica média, a velo-
cidade média e o tensor tensao efetivo médio da fase o, podendo este ser decomposto
em uma parcela laminar e outra turbulenta (T¢// = T!™ 4 T™b) ¢ a fracao da
fase, que equivale a probabilidade de dada fase estar presente em certo instante de
tempo e ponto no espaco, R, é o termo fonte usado para modelar a transferéncia
de massa entre as fases, sendo dependente do processo considerado (reagao quimica,
por exemplo), u, ; representa a velocidade pela qual a fase o é transferida através
da interface, a qual sera desprezada neste trabalho, S, é um termo fonte relacionado
a conservacao da quantidade de movimento devido as forgas externas atuando na
fase a e F?;{ é o termo de troca de quantidade de movimento pela interface da fase
o [4 17, 25].

O termo F?f cf considera os efeitos das forcas que atuam nas interfaces das fases,
sendo muito comum separar a sua modelagem nas forgas de arrasto, sustentacao,
massa virtual e dispersao turbulenta [4l [17].

O tensor tensao laminar médio, lem, pode ser decomposto em duas parcelas,
uma correspondente as componentes normais da forga e outra correspondente a

tensao viscosa. Assumindo um fluido Newtoniano, é representada por:

T = —p I+ 7lom (2.7)
lam 2
T = 2Dy + (Ko — g,ua)(v eu,)I (2.8)
1
D, = 5 [Vu, + (Vu,)"] (2.9)



onde p, u, kK, D e I sao, respectivamente, a pressao, a viscosidade dinamica, a

viscosidade de dilatacao, o tensor taxa de deformacao e o tensor identidade.

2.2.2 Modelagem da Turbuléncia

A modelagem da turbuléncia é indispensavel para uma descri¢ao correta de escoa-
mentos multifasicos em simulagoes usando CFD. O processo de tomada da média
gera um termo adicional na equacao de quantidade de movimento chamado de ten-
sao de Reynolds. Esse termo é responsavel pelos efeitos associados a turbuléncia.
A modelagem da turbuléncia tende a focar determinados efeitos podendo variar de
forma significativa dependendo das hipoteses utilizadas.

Uma das abordagens mais usadas para modelar a tensao de Reynolds é base-
ada na hip6tese de BOUSSINESQ [29] que considera que as tensoes turbulentas sao
proporcionais ao tensor taxa de deformagao da velocidade média do escoamento.
Diferentemente da viscosidade molecular, a viscosidade turbulenta nao é uma pro-
priedade do fluido. O seu valor varia de ponto a ponto, dependendo principalmente
do padrao do escoamento.

A introdugao do conceito de viscosidade turbulenta fornece uma metodologia
para construir modelos de turbuléncia. Usando essa ideia, a viscosidade turbulenta
¢ relacionada as variaveis do escoamento médio ou a outras variaveis da turbuléncia
obtidas por uma expressao explicita ou outras equacoes adicionais.

Para fluidos considerados incompressiveis, a Equacao[2.10|apresenta a formulacao

turb 4

do tensor tensao turbulento total, onde k é a energia cinética turbulenta e 7" é o

tensor tensao de turbuléncia [4]:

2
Thrt — —gpakI R (2.10)

onde
Tt = 2D, (2.11)

(67

Diante da enorme quantidade de modelos de turbuléncia existentes para escoa-
mentos monofasicos apenas alguns destes foram adaptados para o caso multifasico.
O modelo k — € considera que a turbuléncia do escoamento é caracterizada por uma
escala de comprimento. Essa escala de comprimento é uma medida do tamanho
dos turbilhoes ou vortices turbulentos e é considerada uma medida representativa e
igual em todas as diregoes. Dessa forma, essa modelagem considera a hipétese de
isotropia, a qual nao produz bons resultados em escoamentos sob acao de rotacao,
recirculagoes ou gradientes adversos de pressao. Além disso, considera-se que a vis-
cosidade turbulenta é isotropica, ou seja, a relacao entre o tensor tensao turbulento

médio e o tensor taxa de deformacao médio é igual em todas as diregoes. Mesmo
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assim, o modelo k — ¢ é sem duvida o mais usado em escoamentos multifasicos
turbulentos [30].

Este modelo introduz duas equagoes de transporte adicionais, uma para a energia
cinética turbulenta, k, e outra para a taxa de dissipacao de energia turbulenta, e.

A partir de k e € calcula-se a viscosidade turbulenta local [4]. Como é dificil ob-
ter um fechamento para a modelagem multifdasica da turbuléncia, o mais comum é
resolver um modelo de turbuléncia somente para a fase continua, obtendo-se a visco-
sidade turbulenta para a mesma. Posteriormente, estima-se a viscosidade turbulenta
da fase dispersa em funcao da viscosidade turbulenta da fase continua, geralmente
usando um modelo algébrico.

As equacoes de conservacao para a energia cinética e a dissipacao de energia tur-
bulenta da fase continua (o = 0), sao dadas pelas Eqgs. e , respectivamente:

9(ropoko) ; pbure
e e— . ko) — R am k
ot + \% (TOPOUO 0) \Y To | Ko + or \Y% 0 (212>
=10(Wo — poco) + Sok
0 turb
M + Ve (TO,OOquO) — Ve |:700 <lu6am + Ko ) V€0:|
ot o (2.13)
= ’I“()S(IiE + So’E
onde o termo fonte S§, é dado por:
€
Soe = 7-(Ca Wy — Caapoco) (2.14)

ko

Uy ¢ o termo de produgao de energia turbulenta dado por ¥y = v{D2 e D, =
V2D Dy.

Ja Sor e So.e sao termos fontes que podem ser usados na modelagem dos efei-
tos de turbuléncia causados por outras fontes como, por exemplo, a interagao com
particulas [31]. As constantes do modelo k — e padrao possuem os seguintes valores:
Ca=144,Cy =192, 04, =10 e 0. = 1,3.

A viscosidade turbulenta pf*® é calculada usando a relagao de Kolmogorov-
Prandtl: 12

Nf)urb - O#PO_O (2.15)
€o
onde a constante C), possui valor de 0,09.
As viscosidades turbulentas das fases dispersas, obtidas da viscosidade turbulenta

da fase continua, sao usualmente modeladas por:

plort = 2Payturd o 1 N (2.16)
Po
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onde o parametro C; é usado para especificar quanto da turbuléncia da fase continua
¢ transmitida para a fase dispersa. Considerando-se C; = 1, a flutuagao turbulenta
da fase continua é passada integralmente para a fase dispersa.

E comum também se considerar uma termo para modelar a turbuléncia gerada
pela presenca da fase dispersa. Neste sentido, um modelo bastante usado é o de Sato,
o qual representa o efeito da turbuléncia produzida pelo movimento das bolhas em
escoamentos gas-liquido [32], 33]. Usando o modelo de Sato, o valor da viscosidade
turbulenta efetiva da fase continua passa a ser dado pela soma da viscosidade tur-
bulenta dada pela Equacao [2.11] com a viscosidade induzida pelo movimento das

bolhas, ou seja:

urb,e ur
po M = gt 4 g (2.17)
onde P! é dada por:
N
pd" =" pCl M rada g — | (2.18)
a=1

e, conforme [34], recomenda-se o valor de 0,6 para a constante C’fl .

A turbuléncia induzida pela fase dispersa tem se mostrado importante para me-
lhorar os resultados obtidos nas simulagoes de escoamentos gas-liquido. O assunto
ainda é tema de pesquisa mas ja é possivel encontrar diversos trabalhos avaliando o
efeito dessa modelagem [34-36].

O desenvolvimento de modelos de turbuléncia multifdsicos ainda é um assunto
que esta em aberto devido a enorme complexidade do tema. A extensao dos mo-
delos monofasicos nao é direta, pois varios termos inter-correlacionados surgem no
equacionamento, a maioria deles ainda sem um significado fisico aparente, tornando

muito dificil a tarefa de modeld-los.

2.2.3 Modelagem das Forgas Interfaciais

Uma questao bastante importante na modelagem de escoamentos multifasicos é o
tratamento das forcas interfaciais de troca de quantidade de movimento, F;f o{ . Pelas
leis de conservagao, a quantidade total de movimento transferida entre as fases deve
ser nula, ou seja, Zg:o F;f O{ = 0. O sistema de equacoes multi-fluido é fechado com
a modelagem das N + 1 fases.

A obtencao de equacgoes constitutivas para o fechamento do modelo Euleriano
deve respeitar alguns principios, como por exemplo, o principio da equipresenca,
indiferenca ao referencial, as leis da termodinamica, entre outras. Além disso, ainda
deve ser considerado o fato da solucao ser bem posta, ou seja, ser possivel a obtengao
de uma unica solucao [25].

O fechamento do modelo Euleriano considera os fenomenos que ocorrem na in-

terface entre as fases. A forca interfacial de uma fase o normalmente é decomposta
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em termos da forca de interacao entre as fases e da acao da tensao interfacial média

sobre o gradiente de fragao de fase:
Fifaf =Fra+praVra —Tra+Vr, (2.19)

sendo muito comum desprezar os efeitos da tensao interfacial (7, = 0) e, dessa
forma, considerar que a pressao possui localmente o mesmo valor para todas as
fases, po = pra = p [17, 27].

O termo de interacao entre as fases pode considerar varios tipos de forcas interfa-
ciais, entre as quais as mais usadas sao as forcas de arrasto (drag), sustentagao (lift),
massa virtual e dispersao turbulenta. Considerando-se estas forcas, a formulacao do

termo de interacao entre fases para a fase dispersa é dada por:

N
FI,aO = Z |: (Il,ao + F}q,aO + ?,L(ZO + F?faO} (220)
a=1

onde F¢, F*, F™ ¢ F¥ representam respectivamente as forcas devido ao arrasto,
sustentacao, massa virtual e dispersao turbulenta.

Cabe notar que as forcas de troca de quantidade de movimento entre as fases
se inter-relacionam de acordo com a 32 lei de Newton, ou seja, F(I.,)Ooa = —F?)ao.

Também deve ficar claro que F; o possui unidade de for¢a dividido por volume.

Forca de Arrasto

A forca de arrasto aparece sempre que existe um movimento relativo entre a particula
e o fluido e pode ser definida como a forca exercida pela fase continua sobre a
particula devido a diferenca de velocidade existente entre elas [4] [5, [17].

A modelagem da forca de arrasto em escoamentos multifasicos é dada pela Equa-
cao [2.21] onde py é a massa especifica, Cp, é o coeficiente de arrasto para a fase
a, U, = Uy — U, ¢ a velocidade relativa, A, é a 4rea projetada normal ao vetor
velocidade relativa da particula da fase a e V,, é volume da particula da fase a [4].

1 A
7 =5 a_ac a|Ura
1,00 2P07" A D.alt,

Uy (2.21)

A modelagem do coeficiente de arrasto depende da fisica do problema, uma vez

que a forma das particulas nao ¢é necessariamente fixa. E comum usar correlacoes
para particulas isoladas. O modelo de SCHILLER e NAUMANN [37] é um dos mais

simples para o calculo do coeficiente de arrasto e se aplica no caso de particulas
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esféricas:

24
—(1+0,15Re"®")  para Re < 1000;

Cpa = Rl )P = (2.22)
0,44 para Re > 1000.

onde Re é o numero de Reynolds dado por:

_ pO‘ur,a’da
Ho

Re (2.23)

sendo que p € a viscosidade da fase continua e d, é o diametro da particula.

No modelo de Grace [38], as particulas podem assumir a forma elipsoidal:

4 (po—pa gda
Cpo=-|——= 2.24
" 3 ( Po ) Uf ( )
onde U; é a velocidade terminal calculada por:
U, = 20 01991 0 857) (2.25)
pOda
com M (numero de Morton) e J definidos por:
M= Még(po — pa) 7 O,94H0’751, se 2 < H <593 (2 9%
= 353 = .26)
P%0a 3,42H%  se H > 59,3
onde 014 ,
4 - — pa)d
H = = Eo M 9149 <ﬂ> ., Fo= M (2'27)
3 Mref O0a

1 ¢ a viscosidade

sendo que Eo é o ntmero de E6tvos, p.r = 9 X 107*Kgm™'s™
laminar da agua que é tomada como sendo uma viscosidade de referéncia para o
modelo, g é o valor da aceleracao da gravidade e og, ¢ o coeficiente de tensao
superficial.

Além desses, outro modelo bastante usado para gotas e bolhas com forma elip-
soidal é o de Ishii e Zuber [39]:

2
Cpo=3 Eo'/? (2.28)

Também encontram-se na literatura alguns modelos que consideram o efeito da

concentracao de particulas no calculo de Cp ,, como pode ser visto no trabalho de
DODDS e NASER [40].
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Forca de Sustentacao

Em um escoamento com campo uniforme e estacionario, a forca de sustentagao
refere-se a forca normal a velocidade relativa do fluido. A forca de sustentacao é

usualmente modelada por:
F?ao = CL,ouOOTocur,a X (V X 110) (229)

onde Cf, ¢ o coeficiente de sustentacao da fase o [4] [14] 177, 25], 27, 36].

Cabe notar que, pela forma como foi definida a Equacao , (', seria fungao
das propriedades fisicas do fluido, do tipo de escoamento e do tamanho da particula,
como pode ser visto em CROWE et al. [I§]. Apesar disso, para escoamentos com
Re > 102, o mais comum ¢é considerar o coeficiente de sustentacao sendo constante
(Cro = 0,5) para o caso de particulas esféricas. Contudo, existem na literatura

alguns modelos para o coeficiente de sustentagao, por exemplo o de Tomiyama [41]
42).

Massa Virtual

A massa virtual de uma particula se refere ao volume de fluido que deve ser acelerado
junto com a particula, de forma que a massa total sujeita a aceleracao na equacao de
conservagao de quantidade de movimento da particula seja (po + Carv.apo)Va, onde
Cumv.a € o coeficiente de massa virtual devido a movimentacao da particula e V,, é
o volume da particula da fase dispersa a [4]. Desta forma, a modelagem usual da

forca de massa virtual é dada por:

Dyu D, u,
Frao = Cuviapora ( l(;to Y ) (2.30)
onde o operador DT(Q ¢é a derivada material ou substantiva, dada por:
Da('> a()
2\ Ve 2.31
D~ o TuerVO (2:31)

O mais usual é se usar Cyv,, = 0,5, que é o valor correspondente a particulas
esféricas em escoamento nao-viscoso. A soma da forca de massa virtual usando
Cuv.a = 0,5 com a forca de sustentagao usando Cf,, = 0,5 satisfaz o principio de

independencia do referencial.
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Dispersao Turbulenta

A forca de dispersao turbulenta ocorre devido a flutuagao da forca de arrasto asso-

ciada & turbuléncia. E comumente dada pela seguinte forma funcional [36]:
Fcllfw = Cpr,a poko Vra (2.32)

onde Cpr, € o coeficiente de dispersao turbulenta que pode assumir um valor cons-
tante igual a 0,1 ou ser modelado. DE BERTODANO [43] propos o seguinte modelo:

1
Cora=0"Y4—— 2.33
b noSti(1+ Sty) (2.33)
. 4 _ Ta _ 4dq _ 3/4k
onde o numero de Stokes, St;, é dado por St = o Ta = 30p atma] €0 = Cul

2.3 Aplicacoes envolvendo Escoamentos Multifa-

sicos

As simulacgoes de escoamentos multifasicos vém sendo muito usadas em diversas
areas da pesquisa. Com o progresso conseguido nos tltimos anos, o uso desse tipo
de simulagao vem saindo do meio académico e passando cada vez mais a ser usado
em aplicagoes encontradas na industria.

Como exemplo do crescimento dessa area na engenharia quimica, pode-se citar
a enorme quantidade de trabalhos publicados sobre escoamentos gas-liquido sobre
colunas de borbulhamento e dispersoes liquido-liquido em processos de emulsificacao

e desemulsificacao.

2.3.1 Colunas de Borbulhamento

A literatura sobre colunas de borbulhamento ou reatores multifasicos é muito ex-
tensa, tanto no ambito experimental quanto em simulagao computacional. Colunas
de borbulhamento tem sido utilizadas em processos envolvendo reacoes de oxidagao
de compostos como butano, tolueno e xileno, processos de polimerizagao e hidro-
genagao, sintese de Fischer-Tropsch, no campo da biotecnologia para producao de
enzimas, proteinas e antibidticos, processos envolvendo fermentacao, cultura de cé-
lulas, tratamento de efluentes e a evaporacao por contato direto, como no caso de
concentragao de sucos [44], 45].

As colunas de borbulhamento sao muito usadas devido a sua simplicidade de
construcao, o baixo custo operacional e suas boas caracteristicas para transferéncia

de calor e massa [40].
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O padrao do escoamento em uma coluna de borbulhamento é dependente de va-
rios parametros, dentre os quais a velocidade superficial de gas, aspectos relacionados
a forma do distribuidor ou injetor e a geometria da coluna.

Dois regimes bem distintos de escoamento podem ser visualizados de acordo
com o valor da velocidade superficial de gas na coluna. O regime homogéneo é
atingido quando baixas velocidades de gés sao usadas, e o heterogéneo, quando
se usa velocidades mais altas. Os trabalhos de MUDDE et al. [47] ¢ MUDDE
e VAN DEN AKKER [48] apresentam uma andlise detalhada de escoamentos com
baixa velocidade superficial de gas, concluindo que mesmo usando baixas velocidades
é possivel verificar o aparecimento de um padrao de recirculacao no interior da
coluna. Uma analise de escoamentos em diferentes sub-regimes heterogéneos foi
feita no trabalho de CHEN et al. [49].

O efeito do distribuidor sobre o padrao do escoamento no interior de colunas de
borbulhamento é tema de muitos trabalhos encontrados na literatura [50,51]. Alguns
trabalhos experimentais fizeram um esfor¢o no intuito de tentar obter escoamentos o
maximo possivel uniformes, sem presenca de recirculagoes, usando injegao localizada,
como por exemplo, injetor tipo agulha, tubo perfurado, entre outros [52], 53]. O uso
de injecao através de uma placa porosa também é muito comum em trabalhos dessa
area [54].

Um estudo sobre a influéncia do padrao de aeracao sobre o escoamento no interior
de colunas retangulares e cilindricas pode ser encontrada no trabalho de HARTE-
VELD et al. [55]. O sistema de aeragao usado permitiu obter escoamentos uniformes
sem a presenca de recirculagoes mesmo para fragoes de gas mais altas, em torno de
25%.

Devido a sua simplicidade, as colunas com geometria retangular sao as mais usa-
das tanto na parte experimental como em simulagoes usando CFD. Recentemente,
varios trabalhos foram publicados nesta area, para citar alguns, BECKER et al.
[56, 57], BUWA e RANADE [58, 59] e DIAZ et al. [7].

No trabalho de DIAZ et al. [5], uma coluna de borbulhamento retangular (escala
laboratorial) foi usada para obtengao de dados experimentais que foram usados pos-
teriormente para validagao de simulacoes usando CFD. Os autores usaram simulagao
3D bifasicas transiente, formulagao E-E, modelo de turbuléncia k£ — € e consideraram
fenomenos de quebra e coalescéncia de bolhas para analisar a influéncia que algumas
variaveis numeéricas e do escoamento tém sobre os termos de arrasto, sustentacao e
massa virtual.

Uma grande conclusao tirada a partir dos anos e dos varios trabalhos na area
é que é indispensavel o uso de esquemas de interpolacao de alta resolucao para o
termo advectivo da equagao de conservacao de quantidade de movimento [28] e que

a simulacao de colunas de borbulhamento usando o modelo de turbuléncia k — ¢ tem
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uma melhoria significativa na representacao de dados experimentais quando se usa
simulacao 3D [30]. Uma comparagao entre LES (Large Eddy Simulations) e o modelo
k — e foi mostrada no trabalho de DEEN et al. [34], que usaram uma formulagao
E-E e concluiram que o uso de simulagoes LES em colunas de borbulhamento gera
resultados ainda melhores.

No trabalho de MITRE et al. [60] foi avaliada a performance de diferentes mode-
los para quebra e coalescéncia para colunas de borbulhamento, fornecendo posteri-
ormente uma conclusao a respeito dos modelos que seriam mais recomendados para
tal aplicacao. Uma revisao mais detalhada sobre colunas de borbulhamento pode
ser encontrada nos trabalhos de JULIA et al. [61] e SILVA [].

2.3.2 Dispersoes Liquido-Liquido

A dispersao liquido-liquido é um processo que ocorre em diversos fenomenos naturais
assim como em aplicacoes da industria quimica, farmaceéutica, de alimentos, poli-
meros e no setor petrolifero. O conhecimento de como as diferentes fases interagem
entre si é fundamental para melhorar a performance de reatores, misturadores, colu-
nas de extracao, processos de emulsificacao e desemulsificacao, etc. A caracteristica
de uma dispersao é fungao de diversos fenomenos, como quebra e coalescéncia de
gotas, padrao do escoamento e turbuléncia, mudanca de fase, inversao de fase entre
muitas outras, fazendo este tipo de processo um tanto complicado de se tratar.

A uso da dinamica de fluidos é de fundamental importancia para auxiliar na
tarefa de mudancga de escala (scale-up) de equipamentos envolvendo processos desse
tipo. Da mesma forma que para os escoamentos em colunas de borbulhamento,
um entendimento completo dos fenomenos que influenciam o comportamento de
dispersoes liquido-liquido ainda esta longe de ser atingido.

Vem se percebendo um esfor¢co muito grande da comunidade cientifica no tan-
gente a modelagem desse tipo de processo [62]. O mais usual é encontrar simulagoes
CFD bifasicas que, em alguns casos, sao acopladas com a solucao de uma PBE para
modelar os efeitos de quebra e coalescéncia.

LAURENTZI et al. [63] investigaram o efeito da fluido-dindmica de um tanque
agitado com uma dispersao de dleo em dgua. Os autores avaliaram o efeito do uso de
diferentes velocidades do impelidor e usaram uma modelagem Euleriana-Fuleriana
e resolveram a equacao de balango populacional pelo método das classes.

Mais recentemente MAAB et al. [64] avaliaram escoamentos de dispersoes
liquido-liquido dando uma énfase especial a modelagem do termo de quebra, em
particular ao nimero de gotas formadas pelos eventos de quebra. Os resultados
experimentais mostraram que para certos diametros de gotas é possivel obter até

97 novas gotas em um simples evento de quebra. A partir dos dados experimentais
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os autores elaboraram um modelo para o nimero médio de gotas formadas pela
quebra. Esse novo modelo mostrou-se ligeiramente superior em predizer os dados
experimentais quando comparado aos outros modelos encontrados na literatura.

DERKSEN e AKKER [65] usaram simulagdes DNS (Direct Numerical Simulati-
ons) 3D para descrever dispersoes liquido-liquido sob agitacao usando o método de
lattice-Boltzmann. Os autores avaliaram a evolugao da distribuicao de tamanhos e
o efeito da turbuléncia sobre a quebra e coalescéncia de gotas.

Um melhor entendimento de dispersoes liquido-liquido também ¢ fundamental
em processos que envolvem emulsoes [60, [67]. Um exemplo disso é a separagao de
emulsao de agua salgada em 6leo, comumente encontrado no processo de separagao
primario da industria de petrdleo. O petréleo extraido dos campos de producao
sempre contém algum teor de dgua e sais dissolvidos, seja devido as condigoes na-
turais do depdsito ou as técnicas utilizadas para sua exploracao. A quantidade de
agua emulsionada pode chegar a 60% da dgua total, sendo necessaria uma etapa de
purificagao antes de se encaminhar a refinaria [6§].

Mesmo assim, o petréleo destinado as refinarias ainda apresenta uma concentra-
cao elevada de sais e alguma dgua emulsionada. Estes por sua vez necessitam ser
removidos para evitar danos aos equipamentos que sao utilizados durante o processo
de refino. E comum o uso de algumas técnicas baseadas em processos quimicos ou
fisicos para promover a desestabilizacao da emulsao, sendo muito comum o uso de
um processo eletrostatico. Neste processo, primeiro é adicionada uma corrente de
agua doce a emulsao que passa, posteriormente, através de uma valida de mistura
que promove a quebra e coalescéncia de gotas com o intuito de misturar as gotas de
agua doce e salgada e propiciar o transporte dos tracos de sais inorganicos da fase
6leo para a fase agua. Na sequéncia, a mistura é transferida para um tanque e é
submetida a uma corrente elétrica para promover a coalescéncia. Ao alcangar um
certo tamanho, as gotas de agua decantam, possibilitando a remocao do petroleo
virtualmente livre de sais pela parte superior do tanque e a agua, rica em sais e
contaminantes organicos, é retirada pela parte inferior do tanque [69).

A modelagem desse processo possui um certo grau de complexidade, sendo pos-
sivel considerar o uso de simulagoes multifasicas acopladas ao balanco populacio-
nal multivariado. O trabalho de CUNHA et al. [68] fez um esforgo neste sentido,
usando balanco populacional monovariado para simular o processo de destabilizacao
de emulsdes de dgua em 6leo. Nos trabalhos de SILVA et al. [70] e SILVA e LAGE
[9] o escoamento de uma emulsao de dgua em dleo foi simulada usando balango
populacional monovariado acoplado a um escoamento multifdsico.

O processo de emulsificacao por membranas também é tema de intensa pesquisa
nos tultimos anos, sendo muito usado na industria de alimentos. Neste processo a

fase dispersa é injetada na fase continua através dos micro-poros de uma membrana.

19



Uma revisao desse assunto até o ano 2000 pode ser encontrada no trabalho de
JOSCELYNE e TRAGARDH |[71].
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Capitulo 3
Balanco Populacional

Neste capitulo sdo apresentados os fundamentos tedricos referentes ao balanco popu-
lacional e uma revisao sobre os métodos encontrados atualmente na literatura para

resolver a equacdao de balanco populacional.

3.1 Equacao de Balanco Populacional

O balango populacional (Population Balance - PB) tem como finalidade descrever
a evolucao temporal da distribuicao de uma ou mais propriedades de um sistema
particulado. Dessa forma, o comportamento dindmico do sistema particulado passa
a ser descrito pela equacao de balanco populacional (Population Balance Equation
- PBE) [3, 72, [73].

O uso do balanco populacional é muito abrangente e atualmente é usado em
diversas areas de pesquisa. Por exemplo, encontram-se na literatura iniimeros tra-
balhos que aplicaram balanco populacional para resolver problemas de dinamica de
aerosois, cristalizacao, precipitacao, polimerizagao, reatores de leitos fluidizados, cul-
turas celulares em biorreatores, vaporizagao e condensacao de sprays, entre inimeras
outras aplicacoes.

O uso da PBE para representar a dinamica de sistemas polidispersos é antigo,
podendo-se citar os trabalhos pioneiros de SMOLUCHOWSKI [74], [75] sobre a coa-
gulagao de particulas coloidais [76]. Os primeiros avancos na area de balango popu-
lacional foram feitos pela comunidade cientifica envolvida em estudos de problemas
atmosféricos, tais como aeroséis e formacao de nuvens, e tinha como foco principal
os problemas de coagulacao [73]. O assunto sé despertou interesse das éreas de
engenharia quimica e mecanica em meados da década de 60 [72], [T7H79).

Quando o problema de balanco populacional é dito homogéneo a distribui¢ao nu-
mérica das particulas é fun¢do apenas das suas h propriedades, x = (21, xa, ..., Tp),
como por exemplo, temperatura, drea superficial, composicao e tamanho, chamadas

de variaveis internas. Quando A = 1 o problema de balanco populacional é dito
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monovariado. Contudo, para muitas aplicacoes praticas existe a necessidade de se
resolver duas ou mais dessas varidveis internas simultaneamente (h > 2), resultando
em um problema de balango populacional multivariado. Para problemas heteroge-
neos a funcao distribuicao de nimero de particulas passa a ser dependente também
das varidveis externas, z = (z1, 29, 23), que correspondem as coordenadas espaciais
em um dominio no K.

A fungao de densidade numérica média, f(x,z,t), definida no espago de estado

da particula e num tempo ¢ é dada por:
Elg(x,z,t)] = f(x,2,t), x€Qyx e z€S, (3.1)

onde ¢(x,z,t) é a fungdo densidade numérica de particulas de uma realizacao do
processo compativel com a média amostral e €2 corresponde a um dominio genérico.

O numero médio total de particulas no sistema é dado por:
N(t) = / dVy f(x,z,t)dV, (3.2)
X QZ

onde dV e dV, sao os volumes diferenciais no espaco das varidveis internas e exter-
nas, respectivamente. Outras func¢oes de densidades também podem ser igualmente
definidas, como por exemplo, distribuicao de massa de particulas, distribuicao de
volume de particulas, etc.

A evolucao de uma distribuicao inicial de particulas, definida em um dominio
fisico qualquer, pode ocorrer devido a diferentes fenomenos, como por exemplo,
crescimento, nucleacao, agregacao e quebra. Estes fenomenos estao associados ba-
sicamente a interagao particula-particula e/ou a interacao da particula com a fase
continua na qual a mesma esta imersa.

A PBE pode ser escrita na seguinte forma para uma funcao de distribuicao de
densidade numérica f(x,z,t) [3]:

af . T

SV, (2f) =V, {D.. [V, (DIf)]} = H(x.2.Y.1) (3.3)
onde Z é a taxa de variacdo deterministica da varidvel externa (vetor velocidade)
e D, é um coeficiente associado a dispersao de particulas, que pode ser aniso-
trépica, no espago das varidveis externas, isto é, estd associado a movimentagao
nao-deterministica das particulas. O termo H(x,z,Y,t) é um termo fonte com
parcelas que consideram os fenémenos de crescimento, H,(x,z,Y,t), agregagao,

H,(x,z,Y,t), quebra, Hy(x,z,Y,t), e nucleacdo, H;(x,z,Y,t), de particulas:

H(x,z,Y,t) = Hy(x,2,Y,t)+ H,(x,2, Y, t) + Hy(x,2,Y,t) + H;(x,2,Y,t) (3.4)
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Como pode ser visto, o termo fonte da PBE é dependente de ¢ variaveis associadas
a fase continua, Y € (Y1,Ys, ..., Y:) [3].

O termo de nucleacao pode ser visto como uma taxa de geracao de particulas
no espago de estado e a modelagem depende de cada processo (cristalizagao, solu-
bilizacao, etc.), mas geralmente é tratado como um fluxo de particulas entrando no

dominio do espaco de estado:
H;(x,2,Y,t) = J,(x,2,Y,t)d(x — X,) (3.5)

onde J, ¢ a taxa de formacao de novas particulas por unidade de volume e de tempo,
isto é, o surgimento de nicleos monodispersos com propriedades x,.
O termo de crescimento é representado por uma contribuicao advectiva e outra

difusiva no espaco de estado das variaveis internas:
Hy(x,2,Y.t) = —V_- <Xf> +V,-{D,-[V,- (D7)} (3.6)

onde X ¢é a taxa de variacao deterministica das variaveis internas e D, é o coeficiente
associado a dispersao, ou seja, a movimentacao randomica no espaco de estado das
variaveis internas.

O processo de agregacao de particulas acontece quando as mesmas colidem umas
com as outras. Quando as particulas agregam e perdem a sua identidade prépria,
diz-se que ocorreu a coalescéncia das particulas. O termo H,(x,z,Y,t) é dado por
duas parcelas: uma correspondente a morte e outra ao nascimento de particulas

devido ao processo de agregacao:
H,(x,2,Y,t) = —/ / a(x,z;x,2;Y,t)f(x,2,t) f(X',2',1) AV AV
/7 Qzl

1
+ X,z;x',2; Y, 1) (X, 2,1 3.7
/ﬂ /ﬂ a(x,z; X',z ) [(X,Z,1) (3.7)

’

|

NEY
d(x,2z)

x f(x',2',t) AV, dVy,
onde o parametro o serve para corrigir a redundancia gerada pela contagem dos
mesmos pares de particulas no intervalo de integragao, d(X,z)/0(x,z) é o Jacobiano
da transformagao de coordenadas, a(X,z;x’,z";Y,t) é a frequéncia de agregacao e
(x',2') e (X,z) caracterizam os estados das particulas que se agregam para gerar
uma outra particula com estado (x,z) [3].

A frequéncia de agregagao a(X,z;x’,z'; Y, t) corresponde a probabilidade de duas
particulas com propriedades (x',2z') e (X,z), existentes num instante de tempo t e
com propriedades da fase continua Y, se agregarem para formar uma particula filha

com propriedades (x,z) no instante de tempo t + dt.
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Muitos modelos ja foram propostos para a frequéncia de agregacao das particulas
e, no geral, eles dependem da distribuicao do tamanho de particulas, do padrao do
escoamento e do balango de energia no processo [4, [60].

A quebra de particulas é um processo que também esta relacionado a interacao
entre particulas e ao padrao do escoamento. A quebra de particulas é modelada
como sendo originaria de trés fendmenos principais: a colisao particula-particula ou
da particula com alguma superficie rigida (mais comum para particulas sélidas) [80],
a quebra provocada devido a deformagao que a fase continua pode impor sobre as
particulas em escoamentos cisalhantes e, por fim, a exposicao da particula a um
escoamento turbulento que provoca mudancas na forma da mesma devido as forcas
inerciais e coesivas [81].

Assim como para o caso da agregacao, a modelagem do termo de quebra
Hy(x,2z,Y,t) também é dividido em duas parcelas: uma que representa a morte

e outra o nascimento de particulas pelo processo de quebra:

Hy(x,2,Y,t) = —b(x,2,Y,t)f(x,2,1)

“f
Q.

X f(X/, Z/, t) de’ de/

/ I(x, 2, Y, )b(x", 2, Y, t)P(x,z | x',2', Y 1) (38)
Q

z!

onde b(x,2z,Y,t) é a frequéncia de quebra e J(x’,2’, Y, t) é o nimero médio de par-
ticulas filhas formadas pela quebra de uma particula mae de estado (x’,2z’). Valores
de ¥ > 2 podem ser admitidos, contudo, devido a nao se ter um conhecimento muito
detalhado deste parametro, o mais usual é assumir ¥ = 2. Estudos mais recentes
mostraram que esse parametro pode assumir valores diversos podendo chegar a mais
de 30 em certos casos [1I, [64].

O termo P(x,z | x',2’,Y,t) corresponde a fungao densidade de probabilidade
das particulas formadas pela quebra de uma particula de estado (x/,z'), em um
instante ¢ e no ambiente caracterizado por Y, virem a possuir o estado (x,z).

Para propriedades internas como a massa da particula ou o volume, no caso de
particulas incompressiveis, a funcao P(x,z | x’,2’,Y,t) apresenta as propriedades

listadas abaixo [3]:

e Nenhuma particula filha tem massa, m, maior que a particula mae ou geradora:

P(x,z | x,2,Y,t) =0, Vm(x)>m(x) (3.9)

e A probabilidade total de serem geradas particulas filhas com massa menor ou
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igual a massa da particula mae é unitaria:

/ P(x,2| %7, Y, )dV, = 1 (3.10)

X

e A massa se conserva no processo de quebra, logo a soma das massas de todas

as particulas filhas é exatamente igual a massa da particula mae:

/ m(x)P(x,z | x',2z',Y,t)dV,

X

(3.11)

Uma revisao mais detalhada sobre a modelagem da PBE pode ser vista em RAM-
KRISHNA [3]. Um ponto que merece atengdo é a modelagem das frequéncias de
agregacao e de quebra. Muitas vezes estes termos introduzem uma razoavel comple-
xidade na resolugao das integrais associadas aos processos de quebra e agregacao.
Um aprofundamento maior na modelagem dos fenomenos de quebra e agregacao
pode ser encontrada nos trabalhos de CHESTERS [82], LASHERAS et al. [83],
LIAO e LUCAS [84], LIAO e LUCAS [85] e MITRE [1]. Este tltimo fornece uma
revisao detalhada dos modelos de quebra e agregacao de particulas e propoe um novo
modelo para o caso de gotas em emulsdes. A modelagem usada neste trabalho para
as frequéncias de quebra e agregacao serao discutidas em detalhes mais adiante.

O aumento e a diversificagao do uso de balango populacional pela comunidade
cientifica causou também um aumento da procura por métodos acurados e eficientes
para resolver a PBE. Atualmente, a quantidade de métodos encontrados na lite-
ratura é bastante vasta. Contudo, a grande maioria dos trabalhos encontrados na
literatura resolvem problemas de balango populacional monovariados e homogéneos,
ou seja, resolve-se a evolucao temporal da PBE para uma tnica variavel interna e
ignora-se a dependéncia espacial [3]. Um detalhamento dos métodos que podem ser

usados para se resolver a PBE sera apresentado na secao a seguir.

3.2 Solucao da Equacao de Balanco Populacional

A literatura sobre métodos de solucao da PBE é muito vasta, tendo em vista que
esse assunto abrange diversas areas de aplicacao.

A PBE é uma equacao integro-diferencial que, devido a sua complexidade, nao
tem, usualmente, solucao analitica. Com a imposicao de hipdteses simplificadoras,
solugoes analiticas podem ser obtidas, mas possuem serventia restrita apenas para
a validacao de metodologias numéricas.

O uso de metodologias semi-analiticas, as quais usam o método das caracteris-

ticas, aproximagoes sucessivas, geracoes sucessivas ou a transformada de Laplace,
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conseguem resolver uma modelagem um pouco mais abrangente que os métodos pu-
ramente analiticos, mas, ainda assim, necessitam de muitas restricoes na modelagem
[3].

Os métodos numéricos acabam sendo a alternativa mais abrangente para se re-
solver os problemas de balanco populacional com aplicacao pratica. Em geral, os

métodos numéricos podem ser divididos nas seguintes categorias:

e Métodos estocasticos (Subsegao [3.2.1));
e Métodos que aproximam a fungao distribuigao (Subsegao |3.2.2));
e Métodos de classes (Subsecao |3.2.3));

e Métodos de momentos e métodos que aproximam os momentos da distribuicao
(métodos hibridos) (Subsegao [3.2.4));

3.2.1 Meétodos Estocasticos

Os métodos estocdsticos ou métodos de Monte-Carlo (MC) utilizam a estatistica
de uma amostra de particulas, sujeitas a acao de diferentes fendmenos como cres-
cimento, agregacao, quebra, etc., para simular a evolucao do conjunto real de par-
ticulas. Os eventos que levam a evolucao da amostra de particulas acontecem de
forma randomica e com probabilidade especificada pelas caracteristicas do sistema
particulado.

Os primeiros trabalhos envolvendo a simulagao de problemas de balango popu-
lacional usando métodos de MC foram feitos pela comunidade cientifica da area de
aerosséis [73]. O trabalho de SPIELMAN e LEVENSPIEL [86] foi o primeiro a
efetivamente aplicar o método de MC na area da engenharia quimica. No referido
trabalho os autores investigaram o efeito da mistura de gotas na taxa de conversao de
reacoes quimicas de uma dispersao liquido-liquido. Posteriormente, no trabalho de
COLLINS e KNUDSEN [87], foram simuladas a coalescéncia e a quebra de gotas em
escoamentos turbulentos novamente para uma dispersao liquido-liquido. Uma simu-
lagao mais abrangente usando MC foi feita por ZEITLIN e TAVLARIDES [88, 189
que avaliaram a evolucao do tamanho de gotas em misturadores e tanques agitados
para os processos de quebra e coalescéncia.

Os métodos de MC empregados na resolucao de PBEs podem ser divididos em
algoritmos controlados pelo tempo (time-driven) ou por eventos (event-driven).

Nos algoritmos controlados pelo tempo, um passo de tempo é pré-estabelecido
e todos os micro-eventos possiveis sdo entao tratados (agregagao, quebra, nuclea-
¢ao, etc.). O passo de tempo deve ser menor que a escala de tempo da ocorréncia
dos micro-eventos. Um algoritmo de MC controlado pelo tempo foi proposto por

LIFFMAN [90] para a simulagao de agregagao de particulas.
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Nos algoritmos controlados por eventos, calcula-se primeiramente o padrao dos
mesmos, de acordo com a taxa média de ocorréncia de todos os eventos possiveis,
e entao o evento que obtém sucesso é tratado e finalmente o tempo é ajustado de
acordo com a escala de tempo do evento. Fica claro que os principais problemas
neste tipo de abordagem sao a determinacgao do intervalo de tempo entre dois eventos
e o tratamento que deve ser dado aos eventos que obtiveram sucesso.

Apesar da grande maioria dos trabalhos publicados na literatura simularem ca-
sos monovariados a extensao do método MC para PBEs multivariadas vem sendo
bastante explorada atualmente.

MEIMAROGLOU e KIPARISSIDES [91] resolveram uma PBE bivariada para
processos de crescimento e agregacao e conseguiram predizer a evolucao da distribui-
¢ao bivariada com certa acuracia e com um custo computacional aceitavel, apesar
do custo computacional aumentar bastante com o aumento do tamanho da amostra
da populacdo utilizada. Recentemente, MEIMAROGLOU et al. [92] usaram esta
mesma metodologia para simular a distribuicao de peso molecular e de propriedades
topoldgicas das moléculas de polietileno de baixa densidade (LDPE) produzidos em
reatores tubulares a altas pressoes.

IRIZARRY [93] desenvolveu o método MC baseado em conjunto, Point Ensem-
ble Monte Carlo (PEMC), para aplicagdo em sistemas particulados multivariados.
Neste método varios conjuntos de particulas foram usadas no dominio local e um
método direto de MC foi utilizado para construir o processo de Markov usado para
aproximar a fungao de destribuicao. Com esse método, o autor conseguiu uma
reducao consideravel do esforco computacional mantendo uma acuracia numérica
razoavel. O mesmo autor propods também uma variante do método anterior, con-

seguindo uma diminuicao do esforco computacional para resolver os mesmos casos

4.

3.2.2 Meétodos que aproximam a Fungao Distribuicao

Os métodos que aproximam a funcao distribuigao utilizam bases no espago de fun-
¢oes das variaveis internas, cujos elementos podem ter suporte global, empregando-se
usualmente expansoes polinomiais, ou suporte local, quando o dominio das variaveis
internas é discretizado. Estes métodos tem a dificuldade intrinseca ao tentar apro-
ximar fungoes de distribui¢ao que nao pertencem ao espaco Lo, como, por exemplo,
a funcao delta de Dirac.

Os coeficientes da aproximagao funcional sao usualmente determinados atra-
vés da formulacao fraca da PBE, originando os métodos de residuos ponderados
(Weighted Residuals Methods - WRM). SUBRAMANIANAND e RAMKRISHNA

[95] foram os primeiros a utilizarem o método WRM com base global para resolugao
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de problemas de balanco populacional. Uma revisao mais detalhada sobre WRM
usando bases globais pode ser encontrada em RAMKRISHNA [3] [79], HULBURT e
AKIYAMA [96] e RAMKRISHNA [97].

O método dos minimos quadrados (Least Squares Method - LSM) também pode
ser considerado como sendo um caso especial do WMR. O uso do método dos
minimos quadrados para solugao da PBE foi usada nos trabalhos de DORAO e JA-
KOBSEN [98,[99]. O método foi testado para problemas de quebra e agregagao que
possuem solucao analitica. No LSM, o erro das propriedades da distribuicao depende
da ordem da expansao usada. ZHU et al. [I00] testaram uma abordagem do LSM
acoplada a um algoritmo de otimizagao direta para resolver a PBE considerando os
processos de quebra e agregacao e compararam os resultados com solugoes obtidas
pelo método de diferencas finitas. Os autores comentaram que o termo de agregagao
introduz um comportamento bastante nao-linear, afetando a robustez dos solvers
numeéricos.

A fim de aplicar o método LSM para resolver problemas com geometria e solu-
¢ao complexas, DORAO e JAKOBSEN [101] propuseram a versao hp-adaptive LSM
espectral (Least Squares Spectral Element Method - LSSEM). O LSSEM combina
a aproximagao local usada pelos métodos de elementos finitos, a positividade si-
métrica da formulacao LSM e a alta acuracia dos métodos espectrais. Contudo,
o LSSEM exige um esforco computacional muito grande, pois as aproximacgoes de
ordem elevada foram usadas de forma uniforme em todo o dominio computacional.

Os métodos que usam bases com suporte local podem ser vistos como variantes
do método de elementos finitos. Devido a considerdvel maturidade e flexibilidade
desses métodos, boa parte dos trabalhos mais antigos usaram essa metodologia para
resolver a PBE. A discretizacgao feita transforma a PBE da forma continua para um
conjunto de equacgoes algébrico-diferenciais passivel de ser resolvido por diferentes
métodos numéricos [3].

Os métodos de elementos finitos (Finite Element Method - FEM) foram primei-
ramente usados por GELBARD e SEINFELD [102]. A escolha da fun¢ao peso como
sendo a funcao delta de Dirac caracteriza os métodos de colocacao. Se ao invés disso,
for usado a fungao peso como sendo a prépria base da expansao funcional chega-se
ao método de Galerkin [103]. STEEMSON e WHITE [104] usaram colocagao orto-
gonal spline para resolver problemas estacionarios de nucleacao e crescimento. O
método de colocagao também foi usado por EYRE et al. [105], porém usando malha
adaptativa.

Uma nova variante de FEM foi proposta por CHEN et al. [L06] o qual foi chamado
de método wavelet-Galerkin. Os autores demonstraram sua aplicagao para resolver
uma PBE monovariada para predizer a distribui¢ao de tamanho de particulas. Mais

tarde, LIU e CAMERON [107] usaram este mesmo método para a predigdo acurada
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de descontinuidades.

A aplicagao do método Galerkin/FEM para uma funcao distribui¢ao bivariada foi
feita recentemente no trabalho de ALEXOPOULOS et al. [108]. Foram analisados
varios mecanismos de agregacao e crescimento. As simulagoes geraram resultados
com acuracia elevada, mas, como comentado pelos proprios autores, as custas de um
esfor¢o computacional significativo.

Apesar dos métodos de elementos finitos calcularem a distribuicao de tamanho
com acuracia elevada, a conservacao dos momentos usualmente nao ¢ considerada.
Para tal, o método de volumes finitos (Finite Volume Method - FVM) foi usado em
alguns trabalhos, como por exemplo, em BOURGADE e FILBET [109] e KUMAR
et al. [110]. A aplicacao de métodos de volumes finitos para uma PBE bivariada foi
feita no trabalho de QAMAR e WARNECKE [I11]. Contudo, o uso de métodos de
volumes finitos para resolver problemas de balanco populacional ainda é muito raro.

A aplicagao do método de diferencas finitas (Finite Difference Method - FDM)
para a solucao da PBE também pode ser encontrada em alguns trabalhos da lite-
ratura. Os métodos de diferengas finitas resultam na discretizacao direta da PBE
[112]. TSANG e RAO [113] mostraram que resultados numéricos obtidos usando
diferencas finitas e o método das classes sao bastante similares, tratando os métodos
como equivalentes. Neste mesmo trabalho os autores analisaram a performance de
diferentes esquemas de interpolacao para processos de condensacao.

IMMANUEL e DOYLE III [I14] desenvolveram o método chamado hierarchi-
cal two-tier solution strategy onde a PBE é primeiramente discretizada em sub-
populacoes e, posteriormente, é reformulada para cada uma dessas sub-populacoes.
Diferentes niveis de malha podem ser usados. Duas funcoes de distribuicao sao de-
finidas, uma para a malha grossa e outra para a fina. Fenomenos como coagulagao
podem ser considerados na malha grossa ao passo que nucleagao e crescimento sao
considerados na malha fina. Nesse método, as integrais podem ser simplificadas por
solugoes semi-analiticas resultando em uma diminui¢ao do esfor¢co computacional.
O método foi aplicado para resolver uma PBE multidimensional para processos de
granulacao. A énfase dos autores foi sobre a técnica de solugao numérica e somente
formas simples para o modelo de agregacao foram usadas.

Uma revisao mais completa sobre métodos de discretizacao para solucao
de problemas de balanco populacional pode ser encontrada em RAMKRISHNA
[3, [79], VANNTI [115], ALEXOPOULOS e KIPARISSIDES [116] e NOPENS e VAN-
ROLLEGHEM [117].
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3.2.3 Meétodos de Classes

Os métodos de classes (Methods of Classes - MoC) sdao métodos que buscam a
representacao da distribuicao de particulas por uma discretizagdo em um nimero
finito de classes. As densidades numéricas das particulas das classes sao os momentos
seccionais de ordem zero. Assim, o dominio das varidveis internas é discretizado e
um valor unico de cada variavel interna é usado para representar cada uma das
classes. A PBE ¢ entao transformada em um sistema de equacoes diferenciais que
pode ser resolvido numericamente.

Para um problema monovariado e definindo-se o intervalo [z;,z;41) por I;, o
momento seccional M; que representa o numero total de particulas neste intervalo é
dado por [11§]:

Mi(t)z/%m fet)de, i=1,.,N (3.12)

Um intervalo I; pode ser descrito por um pivo, v;, que representa as particulas

do intervalo. Assim, a funcao densidade numérica pode ser representada por:

N
fla,t) =) Mis(z — v;) (3.13)
i=1
onde ¢ ¢é a funcao delta de Dirac.
Para um problema homogéneo monovariado que considera somente os fenémenos

de quebra e agregagao de particulas a PBE discretizada é dada por [3], 118]:

dM. 1 i—1 N
dtl :§ZMJ Z Mka(vk,vj) _MiZMja(Uiavj)
j=1 (vjtvg)€l; j=1
N it (3.14)
£ Maw )bl [ Pla)de — b M
Jj=1 i
1i=1,... N

ou seja, a PBE é agora representada por uma equacao diferencial ordinaria para
cada uma das N classes usadas.

Os métodos das classes podem ser separados em internamente consistentes ou
inconsistentes com relacao a propriedade integral analisada. A consisténcia interna
implica que a discretizagao da PBE, submetida a um operador integral, é igual a
forma discreta deste operador aplicado a PBE discretizada. Em geral, os MoC’s
apresentam consisténcia interna para poucas propriedades integrais da populacao.
No caso monovariado, eles geralmente sao consistentes apenas para os momentos
de ordem zero e um. Uma questao bastante discutida na literatura de MoC é a

conservacao dos momentos de alta ordem, que por sua vez representam propriedades
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fisicas importantes, como por exemplo, a area interfacial das particulas.

Sao encontrados muitos trabalhos na literatura sugerindo diferentes tipos de
discretizagoes. BLECK [119] foi quem introduziu as primeiras ideias usando uma
discretizagao geométrica do tipo x;11 = 2x; para problemas de agregacao pura onde
a distribuicao da propriedade pode variar rapidamente para tamanhos maiores.

JABATTERHAM et al. [120] introduziram uma modifica¢do para que o momento
de primeira ordem fosse exatamente conservado. Para isto, as particulas criadas
que nao coincidiam com os pontos nodais, pivds, eram distribuidas para os pontos
nodais vizinhos. Contudo, esta conservacao artificial do momento de primeira ordem
introduz erros nos outros momentos, inclusive no de ordem zero.

Mais recente, os trabalhos de LISTER et al. [121], HILL e NG [122] e KUMAR e
RAMKRISHNA [123, [124] deram mais flexibilidade aos métodos do tipo MoC com
relagao a malha utilizada. O ultimo também permite a conservacao de dois momen-
tos quaisquer. No trabalho de KUMAR e RAMKRISHNA [125] foi desenvolvida
uma metodologia baseada no método das caracteristicas para resolver problemas de
crescimento que apresentam descontinuidades. KUMAR et al. [126] também propu-
seram melhorias para o MoC usando uma técnica de média em célula (cell average)
que possibilita calcular de forma mais acurada o termo de agregacao. O método foi
aplicado para resolver problemas de agregacao, incluindo modelos com relevancia
fisica.

Apesar do MoC ter sido desenvolvido para distribui¢coes monovariadas, recente-
mente surgiram alguns trabalhos estendendo o método para casos multidimensionais.
VALE e MCKENNA [127] estenderam o método de pivos fixos para simular pro-
cessos de agregacao bivariados. As duas coordenadas x e y e seu produto xy sao
conservadas.

CHAKRABORTY e KUMAR [128] desenvolveram uma variante do MoC usando
pivos fixos a fim de conservar varias propriedades da particula. Malhas triangula-
res e tetraédricas foram usadas para resolver problemas 2 e 3-D, respectivamente.
Os autores comentam que um aumento na qualidade da solucao numeérica pode ser
conseguida alterando-se a direcionalidade da malha através de um reagrupamento
de pivos. NANDANWAR e KUMAR [129] usaram esse método para resolver pro-
blemas de quebra e agregacao 2-D e CHAUHAN et al. [130] resolveram problemas

de agregacao pura e de quebra e agregacao combinadas.

3.2.4 Meétodos de Momentos e Variantes

O método dos momentos (Method of Moments - MoM) é um método bastante antigo
e muito usado na resolugao da PBE. HULBURT e KATZ [72] foram os primeiros a

utilizarem este método [73]. A esséncia do método dos momentos ¢ a transformagcao
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da PBE em um conjunto de equacoes diferenciais ordindrias que representam a
dinamica dos momentos de uma distribuicao. A transformacao da PBE em equacoes
de evolucao dos momentos é acompanhada pela perda de informacao da forma da
distribuicao, uma vez que mais de uma distribuicao pode ter um mesmo conjunto
finito de momentos.

Um problema do método dos momentos é a obtencao de um sistema de equagoes
fechado, como comentado no préprio trabalho de HULBURT e KATZ [72]. Porém,
com o passar do tempo foram surgindo diferentes solucoes para este problema. O
método de momentos com fechamento por interpolagao (Method of Moments with
Interpolative Closure - MoMIC) foi sugerido primeiramente por FRENKLACH e
HARRIS [131] e recentemente estendido por FRENKLACH [132] e DIEMER e OL-
SON [133]. O MoMIC foi usado recentemente também para resolver uma PBE
bivariada considerando fenomenos de quebra e coalescéncia [134] e também aplicado
para resolver problemas de balango populacional acoplado com simula¢ao CFD [135].

Um método bastante geral para resolver o problema de fechamento foi proposto
por MCGRAW [136] e é conhecido como método de momentos com fechamento por
quadratura (Quadrature Method of Moments - QMoM). O QMoM usa o conceito de
quadratura Gaussiana para aproximar as integrais da PBE, a qual é obtida a partir
dos momentos da distribuicao. Neste tipo de aproximagao os parametros da qua-
dratura, pesos, w;, e abscissas, x;, (Equagao sao determinados a partir dos 2N
momentos (Equacao da PBE monovariada. Considerando que a propriedade

interna da PBE é aditiva, tem-se:

N

fla,t) = wi(t)d(x — (1)) (3.15)

i=1

o N
g = / 2 flx,t)do = fowl (3.16)
0 i=1

Quando a Equacao é substituida na PBE se obtém as equacoes para evolugao
dos momentos, por exemplo, considerando somente o termo advectivo e os efeitos

de quebra e agregagao para uma PBE monovariada, tem-se [136]:

duy A
T + Vo [ i) 2212 i + ;) b —xf]a(xi,xj)wiwj
N (3.17)
+szb ) [ () Iy (2;) — 2¥]
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onde Uy, é a velocidade na qual o momento k é advectado:

_— fooo rhuy f(x)dz
" I 2k f(x)da

(3.18)

uy ¢ a velocidade da fase dispersa e os momentos da densidade de probabilidade de

quebra sao dados por:

My (1) = /0 " Pl (3.19)

Quando o QMoM ¢ aplicado a solucao de uma PBE monovariada pode-se usar o
algoritmo PD (Product-Difference), desenvolvido por GORDON [I37], para resolver
o problema da obtencao da quadratura a partir dos momentos. Com o uso do
algoritmo PD, o problema de inversao se resume a solu¢ao de um problema de
autovalor /autovetor de uma matriz de Jacobi.

O QMoM apresenta um custo computacional muito reduzido quando comparado
ao método da classes. Devido a eficiéncia e acuracia do QMoM ele logo ganhou
boa aceitacao pela comunidade cientifica e passou a ser uma alternativa viavel para
aplicagoes envolvendo balanco populacional heterogéneo. O acoplamento do método
QMoM com c6digos de CED j4 foi descrito em vérios trabalhos [6l [7, T38-141].

A aplicacao do QMoM para um caso bivariado foi apresentada primeiramente
por WRIGHT et al. [15]. O grande problema do QMoM para casos multivariados é a
dificuldade em se obter pontos de quadratura no espago multidimensional a partir da
inversao de um conjunto de momentos multivariados. Visando resolver o problema
da inversao de momentos multivariados, recentemente, YOON e MCGRAW 8] [16]
apresentaram os conceitos matematicos e estatisticos para a extensao multivariada
do método QMoM usando a andlise de componentes principais ( Principal Component
Analysis - PCA).

Para eliminar a necessidade da inversao de momentos, da qual o QMoM ¢é depen-
dente, MARCHISIO e FOX [142] propuseram uma variagdo do QMoM, denominada
de DQMoM (Direct Quadrature Method of Moments). Este método resolve equa-
¢oes diferenciais para evoluir diretamente a discretizacao da distribuicao, isto é, os
pesos e abscissas, ao invés dos momentos. A inversao dos momentos em pontos de
quadratura sé é necessaria para gerar a condi¢ao inicial e de contorno.

No DQMoM, a aproximacao dada pela Equacao [3.15| é substituida diretamente
na PBE, resultando num sistema de equagcoes para evolucao dos pesos w; e abscissas
x;. Considerando somente o termo advectivo da PBE, apds certa manipulacao, a
equacao para o DQMoM em termos de abscissa ponderada, ¢; = w;z;, e para um

caso monovariado é dada por:

8wi
ot

o
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+ Ve [uzwz] = Hi, + Ve [llzfi] = R; (320)
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onde 0; e k; sao os termos fonte das equacoes do DQMoM para os pesos e abscissas

ponderadas, sendo dados pela solucao do sistema linear de equagoes dado por:

N-1 N—1
(L=k)Y i +k Y ol 'k = Hy (3.21)
i=0 i=0
onde -
Hy, = / o H(z,t) dx (3.22)
0

O DQMoM ¢é um bom método para aplicacoes PB-CFD. O uso do método aco-
plado com simulacoes CFD ja foi apresentada em alguns trabalhos, por exemplo,
MARCHISIO et al. [6], SILVA e LAGE [9], MAZZEI et al. [10], ZUCCA et al. [143]
e BUFFO et al. [13].

A aplicacao do DQMoM para problemas multivariados vem sendo bastante ex-
plorada atualmente. Apesar de nao ter o problema associado com a inversao de
momentos multivariados, o método DQMoM mostrou-se bastante dependente da
escolha do conjunto de momentos usados. Em FOX [12] foi avaliado o efeito da
escolha do conjunto de momentos bivariados e da ordem N da aproximagao por
quadratura sobre a estabilidade do método DQMoM. Os autores encontraram que,
em geral, para N fixo, todos os conjuntos de momentos bivariados que nao geram
singularidade na matriz de coeficientes do DQMoM levam a resultados praticamente
identicos. Todavia, certas escolhas para o conjunto de momentos levam a uma matriz
mais bem condicionada.

Mais recentemente, FOX [11] demonstrou que uma escolha ruim do conjunto de
momentos pode levar a abscissas nao tinicas e pesos negativos. O autor desenvolveu
uma metodologia sem fundamentacao matematica para escolher o conjunto de mo-
mentos para que a matriz de coeficientes do DQMoM seja nao singular e tenha um
posto adequado.

Tanto o QMoM quanto o DQMoM apresentam dificuldades na obtencao de so-
lucao, devido a perda de acurdcia numérica, para problemas onde a magnitude dos
momentos variam numa faixa ampla. Quando isso ocorre, o algoritmo PD encon-
tra dificuldades e é incapaz de calcular a quadratura que representa o conjunto de
momentos. No caso do DQMoM, seu sistema linear de equagoes se torna muito mal
condicionado, com a matriz tornando-se quase singular. Outro problema é que a
aproximagao das integrais do termo fonte da Equacgao é feita por quadraturas
de poucos pontos e ha casos onde as fungdes de quebra ou agregacao (Equacao
e Equacao sao suficientemente complexas podendo levar a grandes erros nas
aproximacoes das integrais.

Para tentar contornar os problemas de mal condicionamento da matriz do sistema
de equagoes do DQMoM surgiram os métodos M-QMoM (Modified QMoM ) [144]
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e ADQMoM (Adjustable Direct Quadrature Method of Moments) [145]. Esses dois
métodos sao variagoes do QMoM e DQMoM, respectivamente, e a ideia principal
é calcular momentos com ordens varidveis para modificar a magnitude relativa dos

mesmos e e evitar problemas com instabilidades numéricas. Dessa forma, resolve-se:

e = /000 2P f(x,t) da (3.23)

onde p é um fator ajustavel e em teoria pode ser qualquer ntimero inteiro positivo.

ATTARAKIH et al. [146] propuseram um método que resolve os momentos da
PBE de forma acurada e ao mesmo tempo consegue uma representacao da distribui-
¢ao. O SQMoM (Sectional Quadrature Method of Moments) discretiza o dominio
das variaveis internas e aplica o método QMoM para cada sub-intervalo e, similar-
mente ao QMoM, usa o algoritmo PD. Quanto maior o nimero de sub-intervalos
melhor sera a reproducao da funcao distribuicao. Por outro lado, quanto maior a
quantidade de momentos resolvidos em cada sub-intervalo, maior sera a acuracia
dos momentos.

Recentemente, LAGE [147] introduziu o método DuQMoGeM (The Dual Qua-
drature Method of Generalized Moments) que usa duas quadraturas, uma regra de
quadratura de alta acuracia para calcular as integrais do termo fonte da PBE e uma
quadratura Gauss-Christoffel para discretizar o dominio das varidveis internas. O
método se mostrou acurado para resolver os problemas analisados: crescimento puro,
agregacao pura, quebra pura e quebra e agregacao combinadas. Resultados acurados
foram obtidos também para o caso da frequéncia de quebra nao ser descrita correta-
mente por uma base polinomial, onde o QMoM e o DQMoM apresentam problemas
de acimulo de erros. Mais recentemente, no trabalho de SANTOS et al. [148] foi
desenvolvido o D2uQMoGeM (Direct Dual Quadrature Method of Generalized Mo-
ments) que é uma versao direta do DuQMoGeM, ou seja, mistura as propriedades
do DQMoM com as do DuQMoGeM. A solucao de problemas de balanco popula-
cional usando o DuQMoGeM juntamente com integracao adaptativa resolvida em
placas de processamento grafico (Graphics Processing Unit - GPU) foi mostrada
posteriormente no trabalho de SANTOS et al. [149)].

O EQMoM (Eztended Quadrature Method of Moments) [150] é outro método
que também explora a ideia de usar duas quadraturas para calcular as integrais
do termo fonte da PBE com acuracia elevada. A diferenca é que, neste método,
a distribuigdo é aproximada pelas chamadas KDFs (Kernel Density Function) ao
invés de uma base polinomial, como no caso do DuQMoGeM. As KDFs podem ser
diferentes fungoes de distribuicao, como por exemplo, as distribui¢oes Beta, Gamma
ou Gaussiana, entre outras.

BUFFO et al. [13] fizeram simulagoes do escoamento de gas em liquido em um

35



tanque agitado admitindo a velocidade, o tamanho e a composicao como variaveis
internas e usaram o DQMoM para resolver a PBE. Os autores evidenciaram proble-
mas relacionados a difusao numérica e falta de conservagao de momentos. A solugao
para este problema foi apresentada por BUFFO et al. [I51] num trabalho posterior.
Nesse trabalho os autores desenvolveram o método DQMoM-FC (Direct Quadra-
ture Method of Moments Fully Conservative) que resolveu o problema de difusao
numérica e de falta de conservagao de momentos observados com o DQMoM.
Recentemente, também foi proposto o método CQMoM (Conditional Quadra-
ture Method of Moments) para solucao de problemas de balan¢o populacional mul-
tivariado [152] [I53]. Nesse método, os momentos da PBE sao transportados e/ou
resolvidos, tal qual o QMoM para o caso monovariado. A inversao do conjunto de
momentos multivariados é feita usando uma metodologia baseada em calculo de mo-
mentos condicionados. Uma descrigao detalhada assim como uma analise do método
de momentos condicionados serd feita mais adiante. O CQMoM foi usado recente-
mente em simulacgoes envolvendo balanco populacional heterogéneo. No trabalho de
PETITTI et al. [154] o método foi usado para simular um reator gas-liquido agitado

e BUFFO et al. [I155] simularam uma coluna de borbulhamento.

3.2.5 Avaliagao critica dos Métodos para Solucao da PBE

A existéncia de uma vasta literatura tratando da solucao de problemas de balanco po-
pulacional é explicada pela complexidade envolvida na solu¢cao da PBE. Por exemplo,
o método das caracteristicas é uma boa opc¢ao para resolver uma PBE que modela
fenomenos de crescimento puro. Contudo, com a adigao dos fenomenos de agregagao
e quebra, o método das caracteristicas usualmente deixa de ser uma opcao viavel
se comparado a outros métodos existentes. Por outro lado, a maioria dos métodos
que resolvem bem os fenomenos de agregacao e quebra apresentam dificuldades em
resolver bem os problemas de crescimento.

O fato é que, ainda hoje, nao existe um método robusto que resolva de forma
acurada todos os fenomenos que podem ser modelados pela PBE. Dessa forma,
enquanto nao se tiver um método que resolva de forma definitiva esta questao o mais
sensato é usar o método que melhor atenda as expectativas. Encontram-se intimeros
trabalhos na literatura comparando diferentes métodos para solucao da PBE, para
citar alguns mais recentes, SILVA et al. [I56] e LEMANOWICZ e GIERCZYCKI
[157].

Uma questao crucial que deve ser considerada na hora da escolha de um método
para solugao da PBE é a facilidade do acoplamento com cddigos de CFD. Mui-
tos métodos apresentam aplicagao pratica restrita a problemas homogéneos. Outra

questao importante, principalmente no tangente a este trabalho, é a viabilidade da
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extensao para casos multivariados.

Os métodos estocdsticos (MC), vistos na Subse¢ao[3.2.1] apresentam as vantagens
de serem de facil implementacao e extensao para casos multivariados. Porém, os
resultados numéricos obtidos com esses métodos usualmente apresentam ruidos e o
acoplamento com cddigos de CFD ¢é bastante complicada, visto a natureza discreta
do método e o alto custo computacional [91], 93, 94, 15§].

Os métodos baseados em WRM, vistos na Subsecao [3.2.2] e o MoC, vistos na
Subsecao [3.2.3] sao simples e geralmente permitem calcular a distribuigao de forma
acurada [I12IH124]. O MoC também pode ser usado de forma acoplada a CEFD
[159H161]. Apesar disso, um problema de métodos como FEM e MoC ¢é que eles
truncam o dominio semi-infinito e fica dificil tratar os eventos que geram particulas
cujo tamanho nao estd dentro do limite maximo especificado. O erro de dominio
finito faz com que a quantidade de momentos conservada seja limitada. Uma baixa
acuracia na predicao dos momentos resultarda numa performance ruim do método
quando usado acoplado com CFD [162]. O aumento da acurécia é conseguida com o
uso de uma discretizacao mais fina, porém isso reflete em um aumento significativo
do custo computacional. Para casos multivariados o problema passa a ser muito
mais critico.

Os métodos que aproximam os momentos da PBE (QMoM, DQMoM, etc.), vistos
na Subse¢ao [3.2.4] possuem a grande vantagem de exigir um esfor¢co computacio-
nal muito inferior aos outros métodos e também resolvem de forma relativamente
acurada os momentos da PBE, propriedades estas desejaveis para o acoplamento
PB-CFD [0, 136, 138, 139] 142]. A desvantagem desses métodos é a perda da infor-
macao da funcao distribuicao e, para métodos como o QMoM e DQMoM, a solucao
poder apresentar erros elevados em problemas onde as fungoes de quebra e agrega-
¢ao sao complexas. Além disso, o DQMoM também apresenta o problema de nao
conservar os momentos.

Os métodos DuQMoGeM e EQMoM sao opcoes atrativas para se resolver pro-
blemas de balango populacional acoplado com simulagoes CFD. A grande vantagem
desses métodos ¢ conseguir resolver um conjunto pré-selecionado de momentos da
PBE com acuricia controlada e separar a solucao da PBE da discretizacao usada
para o acoplamento PB-CFD. A aplicacao do método para problemas multivariados
também ¢é factivel. Contudo, a aplicacao para problemas de balanco populacional
heterogéneo é um tanto complicada devido ao elevado custo computacional. Apesar
desses métodos nao dependerem da inversao dos momentos para evolui-los, existe
a necessidade da inversao para o acoplamento com CFD. Para problemas monova-
riados a inversao pode ser feita de forma bastante simples usando o algoritmo PD.
Para casos multivariados o problema é um tanto quanto complicado sendo um dos

objetos de estudo deste trabalho.
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Por fim, se considerada a questao custo/beneficio, o DQMoM-FC e o CQMoM es-
tao entre as melhores alternativas disponiveis atualmente para solucao de problemas
de balanco populacional heterogéneo multivariado. Sao métodos com custo com-
putacional bastante reduzido se comparado aos métodos DuQMoGeM e EQMoM
e conseguem uma solucao com acuracia aceitavel. O DQMoM-FC tem a vanta-
gem em relagao ao CQMoM de necessitar da inversao de momentos somente para a

inicializacao.
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Capitulo 4

CFD e o Software OpenFOAM

Neste capitulo € introduzido o assunto de dinamica de fluidos computacional e sdo

apresentados alguns detalhes sobre o software de CFD chamado OpenFOAM

4.1 Resolugao de um Problema de CFD

A representacao matematica de um escoamento qualquer é dado pelas equacoes de
conservagao (massa, quantidade de movimento, energia, etc.) e equagdes consti-
tutivas de fechamento. Como a obtencao de solucoes analiticas para este tipo de
equacoes sao na maioria dos casos, desconhecidas, torna-se necessaria a aplicacao de
um método numérico. A fluidodinamica computacional é usada para obter a solucao
numérica de um conjunto de equacoes diferenciais parciais, satisfazendo as condigoes
iniciais e de contorno impostas.

O procedimento de resolucao numérica de um problema de CFD consiste na
discretizacao do dominio e das equacoes diferenciais parciais. Assim, as equacoes di-
ferenciais parciais sao aproximadas por um sistema de equacoes algébrico-diferenciais
ordindrias (método das linhas) para um conjunto de pontos discretos no espago que
compoem uma malha computacional, ou por um sistema de equagoes algébricas para
um conjunto de pontos discretos no espaco e no tempo.

Os métodos numéricos mais utilizados para resolucao de escoamentos de fluidos
sao os de diferencas finitas (FDM), elementos finitos (FEM) e volumes finitos (FVM).

O método das diferengas finitas é o mais antigo desses métodos. Apesar de
ter sido muito utilizado no passado, seu uso vem diminuindo, em favor do uso dos
métodos de elementos e volumes finitos [163].

O método de elementos finitos se originou da necessidade de resolver problemas
complexos de andlise estrutural, normalmente encontrados na engenharia civil e
aeronautica. Ainda hoje o método de elementos finitos é de longe o mais usado
na resolucao de problemas envolvendo andlise estrutural. Apesar de ser igualmente

aplicavel para resolver problemas de dinamica de fluidos, ele geralmente nao é muito
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usado, a excecao de algumas areas, como por exemplo, simulagao de escoamentos
de fluidos com comportamento viscoelastico, onde sem duvidas ainda é o método
mais usado. Encontram-se muitos trabalhos na literatura que usam este método e
o desenvolvimento de novas metodologias em elementos finitos é um assunto ainda
muito explorado [163], [164].

O método de volumes finitos surgiu no inicio da década de 70 em um cenério onde
o uso dos métodos de diferencas finitas e elementos finitos estavam bem consolida-
dos. Nesse método as equacoes discretizadas continuam representando equacoes de
conservagao para os volumes de controle (volumes finitos). Esta, entre outras van-
tagens como a estabilidade numérica e a menor quantidade de memoria requerida,
ocasionaram um rapido crescimento do uso desse método na area de fluidodinamica

computacional [T65HI6S].

4.2 Meétodo de Volumes Finitos

No método de volumes finitos o dominio é discretizado gerando uma malha compu-
tacional. A discretizacao espacial da equagao diferencial parcial é feita integrando-se
nas coordenadas espaciais todos os termos da equacao para cada volume de controle
definido no dominio. Com isso, uma aproximacao da equacao diferencial parcial é
obtida para cada volume de controle elementar, como por exemplo, o representado
pela Figura 4.1 onde o ponto P corresponde ao né da célula de interesse, o ponto N
¢ o n6 de uma célula vizinha, f é a face de comunicacao entre as duas células e Sy ¢
um vetor que representa a area da face do poliedro que fornece o volume de controle
elementar. Dessa forma, o processo de discretizagao gera um conjunto de equacoes
algébricas que, quando resolvido, fornece a informagao das varidveis do problema

em pontos discretos do dominio.

Figura 4.1: Volume de controle (adaptado de JASAK [168]).

Existe uma vasta literatura sobre o método de volumes finitos, para citar alguns
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trabalhos, PATANKAR [I65], FERZIGER e PERIC [166], PINTO e LAGE [169],
MALISKA [170] e JASAK [168].

4.2.1 Tipo de Arranjo das Variaveis

Uma diferenca encontrada em trabalhos que usam o método de volumes finitos é o
tipo de arranjo das variaveis que é usado, podendo este ser co-localizado ou desen-
contrado. O arranjo co-localizado armazena todas as varidveis do problema no cen-
tro dos volumes de controle, enquanto que no arranjo desencontrado, duas ou mais
variaveis estao localizadas em posicoes diferentes do volume. O arranjo desencon-
trado foi primeiramente o mais usado, contudo, atualmente, o arranjo co-localizado
¢ muito mais usado tendo em vista que diversas vantagens sao conseguidas com
este arranjo, como por exemplo, menor uso de memoria computacional e uma maior
facilidade para se trabalhar com coordenadas generalizadas e diferentes topologias
para os volumes de controle.

Além disso, o emprego de técnicas de malhas multiplas (multigrid) sé é vidvel
usando este tipo de arranjo [I71]. Um problema que surgiu com o uso do arranjo
co-localizado foi o aparecimento de oscilagoes no campo de pressao. Contudo, o
uso do método de interpolacao de momentum, também conhecido como método de
corre¢ao de Rhie-Chow [I72], foi usado com sucesso para resolver esse problema. O
método de interpolacao de momentum consiste em fazer com que a velocidade nas
interfaces, necessarias para o calculo dos fluxos advectivos, dependam das pressoes

nos volumes vizinhos, “imitando” o arranjo desencontrado [16§].

4.2.2 Esquemas de Interpolacao

Uma questao crucial a ser discutida no método de volumes finitos se refere as fungoes
de interpolagao. Mesmo com malhas mais grosseiras, solu¢oes mais acuradas podem
ser conseguidas usando esquemas de alta ordem. Contudo, o aumento da ordem
de interpolacao pode causar problemas de instabilidade numéricas e solugoes fisica-
mente irreais e com a presenca de oscilagoes espirias. Os esquemas de interpolagao
mais comumente usados em volumes finitos sdo de 1* ordem UDS (Upwind Diffe-
rencing Scheme), 2* ordem CDS (Central Differencing Scheme) ou uma mistura
desses, gerando um esquema hibrido HDS (Hybrid Differencing Scheme).

Os esquemas conhecidos como HRS (High Resolution Schemes) sdo exemplos
de esquemas hibridos. Essa classe de métodos busca obter uma ordem elevada
para a interpolacao e uma solucao livre de oscilagoes, podendo-se citar os esquemas
de interpolacao TVD (Total Variation Diminishing) [IT3-175] e NVD (Normalised
Variable Diagram) [168], [176].

Outra possibilidade que vem sendo bastante explorada sao os esquemas de alta
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ordem conhecidos como WENO ( Weighted Essentially Non-Oscillatory) [177, [178].
Neste tipo de esquema as oscilagoes sao controladas com o uso de combinagoes

convexas de diferentes esquemas de alta ordem.

4.2.3 Solucao das Equagoes Discretizadas

A resolucao das equacgoes discretizadas pelo método de volumes finitos pode ser
feita de duas formas: totalmente acoplada ou segregada. Na forma totalmente
acoplada resolve-se um tnico sistema de equacoes composto por todas as equagoes
que compoem o modelo. Na forma segregada, as diferentes equagoes do modelo
sao resolvidas de forma independente umas das outras, necessitando de uma etapa
posterior de correcao.

Em qualquer uma destas metodologias, acoplada ou segregada, a resolucao do
sistemas de equacOes nao-lineares pode ser feita de duas maneiras. Uma delas é
usar o método das substituicoes sucessivas usando ou nao relaxacao. A outra é usar
o método de Newton para resolver o sistema nao-linear. Em cada iteracao deste
método é necessario também resolver um sistema linear de equagoes algébricas.

O sistema de equacoes discretizado obtido com a aplicagao do método de volu-
mes finitos tem como caracteristica apresentar elevada esparsidade. E indispensavel
considerar essa propriedade nos algoritmos de solucao a fim de diminuir o esforco
computacional.

Para resolver o sistema linear pode-se optar por usar métodos diretos ou iterati-
vos. Os métodos diretos fazem a inversao completa da matriz usando por exemplo
eliminacao gaussiana ou fatorizagao (LU, Cholesky). Esses métodos demandam um
elevado esforco computacional para problemas de grande dimensao. Os métodos
iterativos sao baseados na transformacao do sistema linear em um procedimento
iterativo onde, a partir de uma estimativa inicial, chega-se a solucao desejada. Esses
métodos demandam menor esforco computacional e por isso sao os que sao efetiva-
mente usados em CFD. Como exemplos, se tem o método de Gauss-Seidel, o método
GMRES (Generalized Minimal Residual), o método de CG (Conjugate Gradient) e
seus derivados, métodos de malhas miltiplas como o GAMG (Geometric-Algebraic
Multi-Grid), entre outros [179-183].

Um ponto nao menos importante a se considerar é o uso de pré-condicionadores,
pois, dependendo do procedimento iterativo aplicado, a matriz de coeficientes pode
nao ser diagonal dominante, ocasionando o surgimento de instabilidades numéri-
cas. Alguns pré-condicionadores como o DIC ( Diagonal incomplete-Cholesky), DILU
(Diagonal incomplete-LU) e o AMG (Algebraic Multi-Grid) sao bastante usados e
conhecidos na literatura [184H187].

Cabe lembrar também que o uso da forma segregada para resolver escoamentos

42



incompressiveis deve ser acompanhada por um procedimento iterativo para resol-
ver o acoplamento pressao-velocidade. Para tal, sao muito usados os algoritmos
como o SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) [188] e o
PISO (Pressure Implicit Splitting of Operators) [189], entre outros. Outros tipos de

acoplamento requerem procedimentos especificos.

4.3 O OpenFOAM

O OpenFOAM (Open Field Operation and Manipulation) é um software de CFD de
cddigo aberto e de dominio publico através da licenga GPL (Gnu Public License).
As principais vantagens que motivam o uso do OpenFOAM e que vem dando ao

software cada vez mais adeptos sao:

e (Codigo aberto. Nao envolve investimentos com a compra de licengas e possi-

bilita ao usuario desenvolver, verificar, manipular e incrementar o cédigo.

e Escrito em linguagem C++. Como esta linguagem é orientada a objetos torna-
se muito mais facil a criacao de novos cédigos, uma vez que propriedades como
abstragao e encapsulamento de dados, heranca, polimorfismo, etc., facilitam

muito a usabilidade e a expansao do software.
e Possui incorporado um gerador de malhas e um visualizador de resultados.
e Possibilita fazer grandes simulagoes usando processamento paralelo.
e Utilizagao de malhas poliédricas e adaptativas ou moveis.

e Possibilidade de importacao e exportacao de dados. O software possui
ferramentas que permitem a importagao de malhas estruturadas ou nao-
estruturadas de diferentes softwares gratuitos ou comerciais e também permite

a exportagao dos resultados simulados para visualizagao em outros softwares.

e Ampla faixa de aplicacao em problemas de engenharia. Além da solucao de
problemas de CFD o software permite também resolver problemas de analise
estrutural, ficando muito mais facil o acoplamento em problemas envolvendo

multi-fisica.

e Flexibilidade ao usuario. Por exemplo, o software possui uma vasta quantidade
de solvers para resolucao de sistemas lineares de equagoes e dispoem de uma

grande variedade de esquemas de interpolacao.
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A principal desvantagem do OpenFOAM, pelo menos a nivel de usudrio, é a
inexisténcia de uma interface grafica. Outra questao é a falta de uma boa documen-
tacao do software, ou seja, uma descricao detalhada da modelagem e metodologias

numéricas disponiveis.

4.3.1 Simulacao CFD usando o OpenFOAM

Cada caso deve seguir uma estrutura de diretérios que contém os arquivos que
armazenam as informagoes necessarias. Estes arquivos possuem as informacoes sobre
a modelagem, a geometria, detalhes da malha, condi¢oes de contorno, parametros
para os métodos numéricos e as propriedades fisicas do problema. A estrutura béasica

pode ser colocada como:

e <Diretério de Tempo>: contém os arquivos com informagoes das condigoes
iniciais e de contorno para as variaveis do caso (por exemplo, campo de velo-
cidade, pressao, tensao, etc.). O nome associado ao diretério <Diretério de

Tempo> refere-se ao instante simulado no qual os dados sao gravados.

e <system>: os arquivos contidos neste diretério estao associados ao procedi-
mento de solugao do problema. Devem existir pelo menos 3 arquivos neste

diretorio: o controlDict, o fvSolution e o fvSchemes.

e <constant>: deve conter os arquivos de propriedades fisicas pertinentes ao
caso, por exemplo, transportProperties. A descricao completa da geome-
tria e da malha esta incluida no sub-diretério polyMesh, nos arquivos block-

MeshDict e boundary.

O OpenFOAM nao possui um editor CAD (Computer-Aided Design) para cons-
trucao da geometria do problema. As informagoes sobre a geometria sao armazena-
das e podem ser editadas no arquivo blockMeshDict. Contudo, pode-se importar
geometrias e malhas geradas em outros softwares, como por exemplo, ICEM [190],
NETGEN [191], TETGEN [192], GMSH [193] ¢ SALOME [194]. Nesse quesito, o
OpenFOAM ¢é bastante flexivel e aceita malhas do tipo poliédricas [195].

O OpenFOAM permite a paralelizacao da simulagao usando MPI (Message Pas-
sage Interface) para a comunicagao entre os computadores e a decomposigdo do
dominio pode ser feita por diferentes métodos, destacando-se o METIS [196] e o
SCOTCH [197] pela sua eficiéncia no particionamento da malha [195].

O OpenFOAM apresenta implementadas as principais condi¢ées de contorno,
como entrada de massa (inlet), saida de massa (outlet), parede fixa ou mével (wall),
condicao atmosférica (atmospheric), simetria (simmetry), entre outras. Porém nada

impede ao usudrio criar sua propria condi¢ao de contorno, caso julgue ser necessario.
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O pos-processamento de dados e a visualizacao dos resultados pode ser feita de
varias maneiras. A visualizagdo normalmente é feita usando o software ParaView
[198], que é um software muito versétil e gratuito. Outros softwares de visualizagao
também podem ser usados, pois é possivel converter os resultados fornecidos pelo
OpenFOAM para formatos lidos por softwares como Fieldview [199], Ensight [200]
e Tecplot [201]. Existe ainda uma ferramenta de conversao dos resultados do Open-
FOAM para o formato VTK [202], possibilitando a leitura dos dados em qualquer

visualizador que entenda este formato.

4.3.2 Desenvolvimento e Metodologia Numérica do Open-
FOAM

Por ser um software de cédigo aberto, o OpenFOAM permite a construcao de sol-
vers e utilitarios, bastando para isto, que o desenvolvedor tenha conhecimento em
CFD, linguagem C++ [203, 204] e um conhecimento bésico da estrutura do Open-
FOAM como os operadores, classes e algumas fungoes membros importantes. As
fontes sobre programagao no OpenFOAM sao seus manuais (User’s Guide e Pro-
grammer’s Guide) e féruns de internet [205]. O trabalho de JASAK [168] também
apresenta detalhadamente varios aspectos sobre a formulacao numérica, incluindo a
metodologia de discretizacao, condigoes de contorno, etc., e a teoria dos algoritmos
implementados no OpenFOAM como o acoplamento pressao-velocidade, a corregao
dos fluxos em malhas nao estruturadas, etc.

A técnica de orientagao a objetos usada pelo OpenFOAM permitiu criar tipos
de dados muito préximos aos usados na mecanica do continuo. As equacoes da
mecanica do continuo e os conceitos de escalares, vetores, tensores e seus respectivos
campos, assim como a algebra tensorial e sistemas de unidades sao utilizados com
uma sintaxe parecida a usada na notagao matematica usual. Isto, além de facilitar a
implementagao de novos solvers, também torna muito mais agil o desenvolvimento.

As classes implementadas no OpenFOAM declaram tipos e operagoes que fazem
parte da linguagem matematica utilizada na engenharia. Por exemplo, o campo
de velocidade pode ser representado no codigo de programagao pelo simbolo U e
a magnitude do campo de velocidade pode ser obtido com a operacao mag(U). A
orientacao a objetos permite definir uma classe do tipo scalarField e outra do tipo
vectorField, para se representar campos escalares e vetoriais, respectivamente.

Novas classes podem herdar propriedades de outras classes, por exemplo, uma
classe vectorField pode ser derivada de uma classe vector e outra Field. O C++
fornece um mecanismo chamado de classes template, de forma que a classe Fi-
eld<Type> pode representar um campo de qualquer <Type>, como scalar, vector

ou tensor. As caracteristicas gerais da classe template sao passadas para qualquer
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classe criada a partir deste template. Os templates e a heranga reduzem a duplica-
¢ao de codigo e criam hierarquias de classe que impoem organizacao e estrutura ao
codigo.

O OpenFOAM usa o método dos volumes finitos para discretizar os campos
geométricos e as bibliotecas fvm e fvc definem as informagoes necessarias para tal.
Cada termo nas equagoes diferenciais parciais é representado individualmente usando
as classes finite VolumeMethod e finite VolumeCalculus, abreviado por fvm e fvc,
respectivamente. Tanto fvm como fvc definem funcgoes estaticas que representam os
operadores diferenciais, como o gradiente, o divergente e o laplaciano.

Apesar destas bibliotecas possuirem o mesmo propédsito, suas aplicacoes sao di-
ferentes. A biblioteca fvm retine funcoes para realizar operagoes implicitas de dis-
cretizacao pelo método dos volumes finitos e os resultados sao armazenados em uma
matriz definida pela classe fvMatrix<Type>. Ja a biblioteca fvc agrupa funcgoes
para calcular operagoes explicitas de discretizagao. Ou seja, as operacoes realizadas
com a classe fvc retornam explicitamente um campo geométrico (classe geome-
tricField<Type>) [4, [168]. No Apéndice [A[sdo dados mais detalhes além de serem

apresentados os operadores basicos disponiveis no OpenFOAM.

4.3.3 Escoamentos Multifasicos no OpenFOAM

A andlise de escoamentos multifasicos ja estd razoavelmente bem consolidada no
OpenFOAM, existindo véarios solvers usando diferentes abordagens numéricas e de
modelagem. Contudo, essa é uma area que ainda vem sendo bastante explorada e
novos desenvolvimentos estao sempre surgindo com as novas versoes.

Para escoamentos multifasicos com captura de interface encontram-se disponi-
veis diferentes solvers que usam a abordagem VoF, comentada no Capitulo 2| Por
exemplo, existem os solvers compressibleInterFoam e compressibleInterDyM-
Foam para escoamentos nao-isotérmicos e compressiveis de dois fluidos imisciveis,
sendo que o ultimo permite usar malha dinamica. Para escoamentos isotérmicos e
incompressiveis de dois fluidos imisciveis pode-se optar pelo interFoam ou o in-
terDyMFoam para malhas dinamicas, ou o multiphaseInterFoam para escoamentos
com um numero arbitrario de fases imisciveis.

A abordagem Euleriana-Euleriana também esta presente em alguns dos solvers
nativos do OpenFOAM. O bubbleFoam é um solver bifasico baseado na formulagao
E-E e foi desenvolvido primeiramente para a simulacao de escoamentos dispersos
do tipo gas-liquido. Posteriormente surgiu o solver twoPhaseEulerFoam que é uma
extensao do solver anterior para a simulacao de escoamentos bifasicos dispersos
do tipo géas-liquido, liquido-liquido, gas-sélido e liquido-sélido. O algoritmo usado

nesses dois solvers ¢ muito similar e estd descrito no trabalho de RUSCHE [14].
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O solver twoPhaseEulerFoam apresenta as seguintes limitacoes:
e resolve somente 2 fases, uma continua e outra dispersa;

e 0 escoamento é isotérmico;

e as fases sao necessariamente incompressiveis;

e o diametro das entidades que compoem a fase dispersa sao constantes, nao se

consideram os efeitos de agregacao, quebra, crescimento, etc.;

e nao existe transferéncia de calor ou massa entre as fases, somente a troca de

quantidade de movimento é considerada.

O solver twoPhaseEulerFoam tém disponivel somente o modelo k£ — e para mode-
lar a turbuléncia, usando uma metodologia como aquela descrita na Subsegao [2.2.2]
Encontram-se implementadas as forcas interfaciais de arrasto, sustentacao e massa
virtual. O coeficiente de arrasto pode ser calculado usando diferentes modelos, como,
Schiller-Naumann, Gibilaro, Ergun, etc. Ja os coeficientes de sustentacao e massa
virtual admitem apenas valores constantes.

Esse solver foi desenvolvido para lidar com os fendomenos de inversao e separacao
das fases. Para isso, uma formulacao conhecida como phase intensive foi usada.
Nessa formulacao todos os termos da equacao de conservacao de quantidade de mo-
vimento foram divididos pela fracao volumétrica e pela massa especifica da fase. Os
termos relacionados as forcas interfaciais, arrasto, sustentacao e massa virtual, foram
equacionados de acordo com um modelo de mistura, sendo diferente do usualmente
encontrado na literatura e descrito na Subsecao 2.2.3] Essa formulacao esta descrita
no trabalho de RUSCHE [14].

Para contornar a restricao do solver twoPhaseEulerFoam s simular duas fases e
nao considerar uma distribuicao de diametros, SILVA e LAGE [9] propuseram dois
novos solvers, o musigFoam e multiPhasePbeFoam. O primeiro considera um tunico
campo de velocidades para a fase dispersa, uma metodologia que é conhecida na
literatura como MuSiG (Multiple Size Group) [4]. Dessa forma, toda a distribui¢ao
de particulas é trasportada pelo mesmo campo de velocidades. J4 o multiPhaseP-
beFoam é capaz de lidar com um ntimero arbitrario de fases e uma PBE monovariada
é resolvida para considerar os efeitos de agregacao e quebra de particulas. Este ul-
timo é mais abrangente visto que considera que cada fase dispersa possui seu proprio
campo de velocidades. Ambos os solvers usam o método DQMoM para resolver a
PBE.

Outra questao importante é que nesses solvers nao foram usados os modelos

de mistura na modelagem das forcas interfaciais, ou seja, foi adotada a formulagao
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usualmente descrita na literatura de escoamentos multifasicos. Uma descricao deta-
lhada do algoritmo usado nesses solvers, assim como os detalhes do acoplamento do
balanco populacional com o escoamento multifasico pode ser encontrada diretamente
no trabalho de SILVA e LAGE [9)].

Atualmente, na versao OpenFOAM-2.2, também encontra-se disponivel o solver
compressibleTwoPhaseEulerFoam que simula escoamentos bifasicos compressiveis

e nao-isotérmicos usando a formulagdo Euleriana-Euleriana [195].
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Capitulo 5

Métodos para Discretizacao de

Distribuicoes Multivariadas

Neste capitulo é apresentada uma revisao da literatura no que tange a inversao de
momentos multivariados e sao apresentados alguns métodos que podem ser usados

para tal.

5.1 Revisao da Literatura

Os momentos representam propriedades importantes de uma funcao distribuicao,
como por exemplo, a média, a variancia e a assimetria, entre outras. Os pontos de
quadratura, compostos por valores de pesos e abscissas, correspondem a uma dis-
cretizacao da funcao distribuicao que satisfaz ou reproduz uma quantidade limitada

dos seus momentos. O momento h-variado padrao de uma distribuigdo f(x) é dado

Loy g i, = Mk = ///x’flxé”xﬁh f(x)dx (5.1)

]T

por:

onde x = [z, X9, ...,xp)7 é 0 vetor de varidveis internas e k = [ky, ks, ..., ky]T é 0
vetor que fornece a ordem do momento para cada uma das variaveis x;. Uma discreti-
zagao que represente um certo conjunto de momentos pode ser obtida encontrando-se

os N pontos de uma quadratura h-dimensional que satisfacam a seguinte relagao:

_ k1, .k kp,
Kby kg, by, = § Ty, Lo, - Ty, Wi (5.2)

para as abscissas X; e 0S pesos w;.
A inversao do conjunto de momentos é um ponto chave nos métodos de solucao

da PBE que sao baseados em momentos com fechamento por quadratura.
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5.1.1 A Reconstrucao da Funcao Distribuicao a partir de

seus Momentos

A reconstrucao de uma distribuicao a partir de um ndmero finito de momentos
é conhecido na literatura como problema de inversao (finite moment problem) ou
problema de Stieltjes para dominios semi-infinitos e de Hausdorff para dominios
finitos, sendo, em geral, um problema bastante dificil [206]. A principal dificuldade
é inerente ao fato de que distribuigoes diferentes podem possuir um mesmo conjunto
finito de momentos. Assim, salvo algumas excecoes, é necessario o conhecimento dos
infinitos momentos de uma distribuicao para se garantir uma reconstrucao exata da
mesma.

A reconstrucao da funcao distribuicao pode ser feita de diferentes maneiras. Uma
delas é assumir uma fungao conhecida (fun¢do gama, beta, log-normal, etc.) com
parametros a serem ajustados a partir de valores conhecidos da fungao ou de seus
momentos. Outra forma é usar uma base de fungées (com suporte global ou local)
para aproximar a distribui¢ao usando a informacao da funcao ou de seus momentos
para calcular os valores dos coeficientes da expansao funcional. Pode-se também
usar técnicas de interpolacao, como splines, entre valores conhecidos da funcao ou
outras informagoes, como por exemplo os momentos.

A reconstrucao da distribuicao usando o ajuste de parametros de uma funcao co-
nhecida ou usando uma expansao funcional em bases de polindmios sao as técnicas
mais usadas na literatura. Contudo, essas técnicas sao dependentes do conheci-
mento prévio do comportamento da funcao distribuicao, ou seja, a funcao ou base
usada afeta o resultado final e a decisao do que é melhor para se usar depende do
conhecimento da forma da distribuicao [206].

Em alguns trabalhos encontrados na literatura a reconstrucao ¢é feita usando
splines. Essa técnica por sua vez nao impoe a priori uma forma para a funcao distri-
bui¢ao [207]. No entanto, a reconstrugao de uma distribuigdo usando um conjunto
de momentos é um problema da estatistica que ainda estd em aberto. A reconstru-
¢ao de uma funcao distribuicao multivariada a partir de um conjunto de momentos
multivariados é uma tarefa ainda mais complicada [134].

Apesar de toda essa dificuldade para reconstruir a funcao distribuicao a partir
de seus momentos, isso nem sempre é um problema grave, uma vez que em muitas
aplicagoes as propriedades de interesse podem ser determinadas usando somente os

primeiros momentos da distribuicao.
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5.1.2 Meétodos de Momentos e Inversao de Momentos Mul-

tivariados

A literatura sobre a aplicacao do método dos momentos para problemas multivari-
ados é escassa quando comparada ao caso monovariado. Serd apresentada a seguir
uma revisao dos trabalhos que foram julgados como os mais relevantes nesta drea, ou
seja, aplicaram métodos baseados em momentos para resolver a PBE multivariada
e lidaram com o problema de inversao de momentos multivariados.

A inversao de um conjunto de momentos monovariados pode ser feita de forma
eficiente usando o algoritmo PD [137]. O problema é a inversao de um conjunto
de momentos multivariados. Nao existe uma forma direta de se fazer isto. Muitos
trabalhos encontrados na literatura contornam o problema usando somente 1 ponto
de quadratura e outros usam somente os momentos puros, ou seja, desconsideram a
dependéncia entre as variaveis [7, [13], 208]. Porém, tanto o fato de se usar apenas
1 ponto de quadratura quanto o de se descartar os momentos que descrevem a
dependeéncia entre as variaveis podem nao ser adequados em alguns casos.

WRIGHT et al. [T5] foram os primeiros a relatar a extensao do QMoM para o caso
bivariado. Os autores apresentaram dois tipos de quadraturas multidimensionais
(cubaturas) para a inversao de um conjunto de 36 momentos multivariados: uma de
3-pontos (N = 3) e outra de 12-pontos (N = 12).

No caso que usa N = 3 foi feito um processo no qual se obtém os pesos e as
abscissas combinadas (combinacao das duas abscissas) considerando-se somente 0s
momentos diagonais. Esta etapa torna o problema parecido com o caso unidimen-
sional e possibilita o uso de métodos de inversao de distribui¢goes monovariadas. Os
pesos e abscissas encontradas no passo anterior sao entao usados em equagoes para
os momentos que estao fora da diagonal, obtendo-se as abscissas para cada direcao e
usando os pesos encontrados no passo anterior. Esse procedimento usa a informagao
de todo o conjunto de momentos, contudo apresenta simplificagoes e nao é a solugao
6tima. Além disso, a extensao para além do caso bivariado seria complicada.

Para o caso que usa N = 12 foi feita uma inversao dos 36 momentos mistos fraci-
ondrios p,, com k e [ sendo 0,1/3,2/3,1,4/3,5/3. Os autores usaram um algoritmo
de minimizacao baseado em gradientes conjugados para ajustar os 12 pontos da qua-
dratura multidimensional. Este método pode ser visto como uma inversao por forca
bruta. Restri¢oes foram usadas para garantir que os pesos fossem positivos. O uso
de uma cubatura de 12-pontos é um tanto questionavel para aplicagoes PB/CFD,
pois além de se ter um alto custo computacional, a quantidade de fases consideradas
na simulacado CFD também seria grande. Para casos com mais de 2 dimensoes, o
custo computacional se tornaria muito elevado.

Para tentar contornar essa situacdo, YOON e MCGRAW [§] [16] apresentaram
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0s conceitos matematicos e estatisticos para a extensao multivariada do método
QMoM usando a andlise de componentes principais (PCA - Principal Component
Analysis). No método chamado de PCA-QMoM a funcao distribuicao é representada
por um conjunto de momentos mistos de baixa ordem e os correspondentes pontos de
cubatura sao gerados pela combinacao da PCA e projegao inversa (back projection),
que é apresentado com mais detalhes na Secao [5.4]

FOX [12] avaliou o efeito que a escolha do conjunto de momentos bivariados e
numero de pontos, N, da aproximacao por cubatura possuem sobre a estabilidade
numérica do DQMoM para representar os momentos fracionarios de até no maximo
terceira ordem. Os resultados obtidos com o DQMoM foram comparados aos re-
sultados de WRIGHT et al. [I5]. Foram apresentados resultados para diferentes
conjuntos de momentos e usando diferentes quantidades de pontos de cubatura. Os
autores encontraram que, em geral, para N fixo, todos os conjuntos de momentos
bivariados que nao geram singularidade na matriz de coeficientes do DQMoM levam
a resultados praticamente idénticos. Para qualquer valor de N > 3, a predigao dos
3N momentos bivariados fracionarios utilizados sao muito similares. Todavia, certas
escolhas para o conjunto dos 3/N momentos levam a uma matriz mais bem condici-
onada e, desse modo, preferivel do ponto de vista numérico. O autor mostra que o
condicionamento da matriz de coeficientes do DQMoM é muito afetada pela escolha
de momentos que é feita. Em geral, pode-se perceber uma piora no condicionamento
da matriz do DQMoM quando se escolhe um conjunto de momentos de ordem mais
elevada.

Embora o problema abordado por WRIGHT et al. [15] tenha uma funcao log-
normal como condigao inicial, FOX [I2] usou um tnico peso com valor igual a
um e os restantes sendo nulos para reproduzir aproximadamente os momentos da
distribuicao inicial. O autor comenta que os valores das abscissas que possuem peso
zero foram obtidas de forma arbitraria. Com essa estratégia elimina-se o problema
da inversao de um conjunto de momentos para gerar uma condi¢ao inicial para o
DQMoM. Contudo, isso pode gerar problemas nos instantes iniciais da simulagao
e passos de tempo suficientemente pequenos sao necessarios até que os valores dos
pesos e abscisas se ajustem, ou seja, este procedimento de inicializacao gera um
problema com rigidez numérica (stiffness).

Num trabalho posterior, FOX [I1] fez uma andlise mais profunda sobre o pro-
blema da escolha do conjunto de momentos a ser usada no DQMoM. Ele demonstrou
que uma escolha ruim do conjunto de momentos pode levar a abscissas nao tnicas
e pesos negativos. Contudo, existe um conjunto 6timo de momentos para o método
DQMoM quando se usa N = n’ pontos de cubatura para representar uma funcao
distribuicao com dimensao h, com n e h entre 1 e 3. Isto é, N é o nimero total

de pontos, n é o nimero de pontos usados em uma dire¢ao e h é a dimensao do

52



problema. Segundo o autor, isto resulta da necessidade de tratar igualmente todas
as direcoes. Esta escolha também é independente dos termos fontes da PBE que
governa a evolucao temporal da funcao distribuicao. A escolha do conjunto étimo
de momentos é dada sem uma fundamentagao matematica e, como comentado pelo
proprio autor, a escolha é baseada principalmente na obtencao de um conjunto de
momentos que gere uma matriz de coeficientes do DQMoM nao singular.

Contudo, o autor nao tratou o problema da inversao. Foi resolvida uma equacao
do tipo Fokker-Planck que possui uma solucao estaciondria tal que p,, = p, /4, -
Desta forma, o conhecimento dos momentos puros é suficiente para estimar o restante
dos momentos e, dessa forma, somente esses necessitam ser resolvidos.

No trabalho de FOX [209] foi apresentado o método de produto tensorial (TPM
- Tensor Product Method). Os autores obtiveram uma quadratura de terceira ordem
em duas e trés dimensoes e aplicaram para solucao de um problema gas-sélido di-
luido. Posteriormente, FOX [210] estenderam o método para quadraturas de ordem
arbitrarias. O TPM sera descrito na Secao

Uma outra metodologia para inversao de momentos multivariados foi proposta no
trabalho de CHENG e FOX [152], a qual foi chamada de CQMoM e serd apresentada
com mais detalhes na Segao [5.7]

Por fim, FAVERO et al. [211] fizeram uma comparacao entre as diversas me-
todologias disponiveis na literatura e propuseram uma nova metodologia baseada
na analise de componentes independentes. Além disso, também avaliaram o uso de
combinacao de diferentes métodos. A fundamentacao tedrica da analise de compo-
nentes independentes estd detalhada na Segao [5.6) e complementada no Apéndice [C]
O uso da ICA para obtencao de uma quadratura multidimensional faz parte desse

trabalho, sendo abordado posteriormente no Capitulo [6]

5.2 Método de Forca Bruta - Otimizacao nao-

linear

A principio, uma quadratura multidimensional pode ser calculada resolvendo-se a
Equagao para encontrar os pesos e abscisas que reconstroem N (h+1) momentos
multivariados. Contudo, devido a alta nao-linearidade do sistema de equacgoes, uma
opcao melhor é usar um método de otimizagao para tal, onde a funcao objetivo é
relacionada a diferenca entre o valor do momento multivariado e a sua reconstrugao
calculada pela discretizacao obtida.

Detalhes sobre algoritmos de otimizagao podem ser encontrados na literatura,
por exemplo, em PIERRE [212], MILLER [213] e WEISE [214], e néo serao dados

detalhes aqui. Mais relevante para este trabalho é definir a funcao objetivo do
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problema de otimizacao. Para fins de simplicidade, considere um caso bivariado e
uma quadratura de /N pontos com abscissas, 1, € Ts,, € pesos w;. A funcao objetivo
a ser minimizada pode ser definida usando os erros relativos dos momentos. Para o

conjunto de momentos até uma ordem total, O, obtém-se:

O O-k

Foj =)

k=0 l=

€kl

Kkl

N
E ' k.l

y €kl — x1i$2iwi — Ukl (53)
=1

Nada impede de se otimizar um problema sub ou super-determinado. Porém,
quando o nimero de parametros for igual ao nimero de momentos da funcao obje-
tivo, Fi;, o resultado da otimizagao pode ser equivalente a obtencao da solucao do

sistema nao-linear de equagoes.

5.3 Meétodo do Produto Cartesiano Direto

O método do produto cartesiano direto (DCPM - Direct Cartesian Product Method)
usa somente momentos puros, ou seja, desconsidera a dependéncia entre as variaveis.
O uso desse método ja foi reportado em alguns trabalhos que resolveram problemas
de balango populacional multivariado [13,208]. Como este método parte do principio
de que as variaveis sao independentes, é possivel aplicar a seguinte fatoracao para a

funcao distribuicao:

f(x) = f(z1,22,...,20) = fi(z1) fa(22) - . - fr(2n) (5.4)

onde f;(z;) sao distribuigdes marginais, definidas por:

fi(a:i):/f(x) dx (5.5)

e X é o vetor x sem a variavel z;.
Dessa forma, os momentos mistos ou cruzados podem ser calculados pelo produto

dos momentos puros:

My ko, by, = Hkq,0,...,0/0,k2,...,0 - - - H0,0,....kp, (5.6)

onde o conjunto de momentos multivariados até uma dada ordem O apresenta exa-
tamente (Oh + 1) graus de liberdade.

Dessa forma, uma quadratura h-dimensional pode ser determinada pelo produto
Cartesiano das h quadraturas unidimensionais, obtidas com um método de inversao
de momentos monovariados usando os primeiros 2/N; momentos para cada uma das

h variaveis x;. A inversao de momentos monovariados pode ser feita de forma efici-
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ente usando o algoritmo de produto-diferenga (PD) [137] ou o algoritmo Chebyshev
modificado implementado na biblioteca ORTHOG [215].

Por exemplo, considere {xz] ,wj, t,Ji = 1,...,N; como sendo a quadratura
unidimensional obtida usando os 2N; momentos puros de z;, {fo,. k..0}, ki =
0,...,2N; — 1, que tem ordem de acuracia 2N; — 1. Considerando entao uma dis-
tribuicao normalizada, uma quadratura multidimensional com N = H?Zl N; pontos
pode ser obtida por:

Xj = Xy jorjn = [T1;, T2y - - ,xhjh]

h (5.7)
Wj = wjl,jz,...,jh = ijiv ]z = 1, e Ni, = 1, cey h

i=1

onde 7 ¢é dado pelo rearranjamento dos indices j; como, por exemplo, j = j; +
hoog. i—1
Zi:2(ji —1) j=1 Nk, h > 1.
Contudo, no caso das variaveis nao serem independentes, a quadratura multi-
dimensional apresenta acuracia de somente primeira ordem, sendo essa a principal

limitagao desse método.

5.4 Analise de Componentes Principais

A anélise de componentes principais (PCA - Principal Component Analysis) é tam-
bém conhecida na literatura como transformada discreta de Karhunen-Loeve (KLT),
transformada de Hotelling ou decomposigao ortogonal prépria (Proper Orthogonal
Decomposition, POD) dependendo da drea de aplicagao.

A PCA foi primeiramente proposta por PEARSON [216] e é um método de
andlise de dados multidimensionais. Em geral, os dados sao obtidos (ou medidos)
usando variaveis que nao sao, necessariamente, as melhores para a descricao de um
dado fenomeno. Assim, o principio basico da PCA é que varidveis mais adequadas
podem ser obtidas rotacionado o eixo de coordenadas cartesianas para as direcoes
nas quais a variancia dos dados é maxima. Desta forma, as novas varidveis sao
combinacoes lineares das variaveis originais. Além disso, as novas variaveis devem
ser descorrelacionadas e ordenadas da maior para a menor variancia. Para proble-
mas de dimensoes elevadas, isto permite desconsiderar as variaveis que apresentam
menor variancia e que, portanto, afetam menos o fenomeno observado. Isto leva a
reducao de dimensao do problema, eliminando dados redundantes e possibilitando
uma melhor identificagdo da informagcao contida no conjunto de dados [217), 218].

Matematicamente, a PCA é uma transformacao linear ortogonal (rotagao) das
varidveis cartesianas originais, seguida de possiveis trocas de ordem das variaveis

(permutagoes), que definem um novo sistema de coordenadas cartesiano de forma
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que a primeira coordenada tenha a maior variancia, a segunda coordenada tenha
a segunda maior variancia e assim por diante. Como os dados nas novas variaveis
estao descorrelacionados, a matriz (tensor) de covariancia deve ser diagonal. Desta
forma, fica claro que as direcoes dos componentes principais sao aquelas que levam
a diagonalizagao da matriz (tensor) de covariancia. Além disso, cabe observar que
a PCA é um método fundamentado nas estatisticas de até segunda ordem.

Como a PCA permite obter representagoes aproximadas dos dados originalmente
de dimensoes elevadas em um nimero consideravelmente menor de dimensoes, ela é
um dos métodos estatisticos de multiplas varidveis mais simples e mais empregados
nas areas de reconhecimento de padroes, processamento de imagens, analise de sinais
e compressao de dados, entre outras. Neste trabalho serd detalhado somente o
método de PCA classico e nao suas versoes modificadas, como por exemplo o kernel
PCA (KPCA), que tenta buscar combinagdes nao-lineares que representem melhor
um conjunto dados [219].

A PCA pode ser aplicada diretamente sobre o conjunto de dados ou usando as

estatisticas que representam os mesmos. Neste trabalho, somente interessa o uso

[N

da PCA aplicada sobre as estatisticas da funcao distribuicao, os momentos, que

[©N

descrita a seguir. A aplicacao da PCA diretamente sobre um conjunto de dados

detalhada no Apéndice [B]

5.4.1 A PCA aplicada a um Conjunto de Momentos

O método de PCA pode ser aplicado usando os momentos de uma distribuicao
normalizada (1o = 1). Com os momentos de primeira e segunda ordem é possivel
aplicar o método de PCA, visto que a matriz de covariancia depende exclusivamente
destes. Os momentos de primeira ordem sao necessarios para se obter os momentos
centrados fi, que facilita a aplicagdo do método. Os momentos centrados sao obtidos

subtraindo-se de cada variavel a sua respectiva média, ou seja:

A ﬂ(wi—ueJ’Q £(x) dx (5.8)

onde e; é o vetor unitario na direcao i, isto é, tem componentes nulos exceto para
a linha 7 na qual o componente é unitario. Definindo o vetor dos momentos de
primeira ordem (médias), como p = [fe,, fey, - - -  He, ], pode-se definir as varidveis

centradas X = x — p e escrever:

[ zﬁk://.../ ﬁxk f(x)dx (5.9)
=1
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onde f(%) = f(x).
Para facilitar o entendimento, vamos considerar um caso bivariado, isto é, h = 2.

Neste caso, a matriz de covariancia é dada por:

> = (5.10)

fl20 ﬂu] B [ oo — 3o H11 — Hiofor
11 o2 1 — Hotfio Moz — Ko

O proximo passo ¢é resolver o problema de autovalor que gera a diagonalizacao
3 = GTDG, e encontrar a matriz de Hotelling, H, podendo-se usar a decomposicio
em valores singulares (Singular Value Decomposition - SVD) para tanto [218), 220]
(ver Apéndice D] para detalhes). A matriz da transformada de Hotelling é obtida
ordenando-se os autovetores de G na ordem decrescente de seus autovalores (ver
Apéndice [B| para detalhes ). Usando a matriz de Hotelling, H, a matriz de covari-
ancia (ou de momentos de segunda ordem centrados) pode ser transformada para as

diregoes principais por:

2
Y =HXH" ou %= HyH;Sy (5.11)

k=1

onde ¥’ é diagonal. A Equacio é similar a transformacao de um tensor de
segunda ordem em um espaco de dimensao 2, e indica que o problema pode ser
generalizado para um espaco de h variaveis.

Os momentos centrados de ordem s, onde s = Z?Zl k;, podem ser usados para
definir um tensor simétrico, T, de ordem s que estd no espaco R" [16]. Assim,
de forma genérica, pode-se definir um tensor simétrico que armazene as estatisticas
de qualquer ordem. A ordem (quantidade de indices ou rank) desse tensor da a
informacao da ordem estatistica que o mesmo esta representando. Por exemplo,
as estatisticas de segunda, terceira e quarta ordem podem ser representadas por
tensores de segunda, terceira e quarta ordem, respectivamente.

Assim, utilizando a notacao indicial cartesiana para representar os tensores, o
tensor de momentos centrados de segunda ordem corresponde a prépria matriz de
covariancia e pode ser escrito por T;; = ¥;5, 4,7 = 1,...,h, que pode ser repre-
sentado por uma matriz simétrica h x h. Generalizando, o valor de um elemento

do tensor estatistico de ordem s, T; em um problema no espaco R", onde

1582500 0ls 9
01,92, ..., 1s € {1,2,....;h}, é dado por fig, k,.. K, onde k; é o nimero de ocorréncias
do inteiro j no conjunto {iy,s,...,is}. Note que a propriedade de simetria é gene-
ralizada da seguinte forma: dois elementos de um tensor estatistico sao iguais entre
si se seus indices sao uma permutacao um do outro. Por exemplo, os elementos

do tensor que representa a estatistica de segunda ordem é dada por: Ti; = jfig,
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Tio = Toy = [i11 € Ths = [ig2. J& para o tensor de momentos de quarta ordem tem-se:

Tllll = ﬁ40
T1112 = T1121 = T1211 = T2111 = ﬂ31
T1122 = T1221 = T2211 = T2112 = T1212 = T2121 = /122 (512)

T2221 = T2212 = T2122 = T1222 = H13

T2222 = ﬂ04

A quantidade de elementos que compoem o tensor de momentos esta relacionada
com a ordem do momento e a dimensionalidade do problema. De maneira geral, o
tensor é composto por h® elementos, onde h é a dimensao do problema, sendo s a
ordem dos momentos centrados que compoem o tensor. Por exemplo, para um caso
bivariado o tensor que representa os momentos de segunda ordem ¢ dado por 22 = 4
elementos enquanto que o tensor de quarta ordem tem 2* = 16 elementos. Para
um caso h-variado a quantidade de elementos que compoem o tensor de momentos
de segunda ordem ¢ igual a h?. Note que nem todos estes elementos sao distintos
devido a propriedade de simetria.

Entao, o método de PCA pode ser facilmente aplicado a partir do tensor de
momentos centrados de segunda ordem, que é diagonalizado pelo tensor H. A
rotagao dada por H pode ser equiparada a uma rotagao tensorial (com troca de eixos)
que orienta os momentos nas dire¢oes de maior variancia e pode ser aplicada aos
tensores de momentos de qualquer ordem. Os momentos originais sao recuperados
fazendo-se a rotagao tensorial inversa. Matematicamente, para o tensor de momentos

de segunda ordem, a operagao de rotagao é dada por:
h
Tj= ) HuHyTu = T;=Dud; (5.13)
kl=1

onde T' é o tensor diagonal dos momentos de segunda ordem transformado pela

rotacao. Ja para um tensor de quarta ordem, a rotagao é dada por:

mnop
Z'7j7k7l:1

h
Thnop = Y, HumiHnj How Ho Ty (5.14)

O uso do tensor H nas equacOes acima representa uma transformacao linear, e
equivale a uma rotacao seguida de permutacao das coordenadas.

Por fim, o DCPM, apresentado na Se¢ao [5.3] é usado para obter os pontos de
quadratura no sistema de coordenadas principais no qual as variaveis encontram-se
descorrelacionadas. Com os pontos de quadratura obtidos no sistema de coordenadas

principais, y, pode-se recuperar os pontos de quadratura no sistema de coordenadas
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originais, X, usando-se a projecao inversa, ou seja:
x=H'y+pu (5.15)

Cabe notar também que os pesos nao se alteram com a mudanca do sistema de
coordenadas.

Com um esforco computacional relativamente pequeno a PCA da a possibili-
dade de se encontrar as h direcoes principais que descrevem um conjunto de dados
multivariados, inclusive possibilitando a reducao de dimensionalidade. Apesar des-
tas qualidades, a PCA nao é um método livre de limitagoes, podendo-se citar as

seguintes:

e O conjunto de dados modificados pela PCA sao combinagoes lineares dos dados
originais. Em muitos casos, a consideracao de combinagoes nao-lineares dos
dados originais permite encontrar diregoes que representam melhor o conjunto

de dados.

e As componentes principais sao necessariamente ortogonais entre si. Para certas
funcoes a primeira dire¢ao de maior variancia nao é ortogonal a segunda direcao

de maior variancia.

e A média e a variancia devem ser estatisticas suficientes para descrever a funcao
distribuicao. A unica classe de distribuicao de probabilidade que é exatamente
descritas pelos momentos de primeira e segunda ordem sao as distribuicoes

normais (i.e, Gaussianas).

e A PCA obtém diregoes cujas coordenadas sao descorrelacionadas, o que nao

implica, necessariamente, na independéncia entre as mesmas.

5.5 Meétodo do Produto Tensorial

Esse método foi desenvolvido por FOX [209, 210] e é, em esséncia, muito similar
ao método de PCA. Dessa forma, primeiramente encontra-se um novo sistema de
coordenadas que descorrelaciona as variaveis. Apds isso, o conjunto de momentos
é transformado para o novo sistema de coordenadas. Por fim, aplica-se o DCPM
seguido de projegao inversa, o qual os autores chamaram de tensor product method
(TPM).

Existem duas diferencas principais entre o TPM e a PCA. A primeira é que o
TPM usa a decomposicao de Cholesky para encontrar a matriz de transformagao

que diagonaliza a matriz de covariancia. A transformacao de Cholesky é dada por:
L'L=X% (5.16)
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onde L é uma matriz triangular superior, para um caso bidimensional temos:

Sk > 21/2
L= |71 12/ (5.17)
0 (2 — X3p/Z0)"?
e definindo a matriz de transformacao A = L7:
y=A"(x—p), logo x = Ay + (5.18)

Apés a transformacao de varidveis, o método DCPM ¢ aplicado para obtengao
dos pesos e abcissas. Cabe lembrar que, a transformacao de Cholesky também faz
com que a matriz de covariancia fique unitaria. Ja a PCA resolve um problema de
autovalor /autovetor e nao se preocupa em tornar a matriz de covariancia unitéaria.

A segunda diferenca é que os pesos da quadratura sao recalculados, posterior-
mente, a partir da solugao de um sistema de equagoes lineares para um certo conjunto

de momentos multivariados especificado:

Hky ko, k Zm’flx;@ xh w; (5.19)

onde os momentos [, k,,..k, € as abscissas x sao conhecidas e os pesos w; sao cal-
culados pela solucao do sistema linear. Devido a isso, o TPM consegue reproduzir
acuradamente todos os momentos usados para determinar os pesos da quadratura,
conseguindo, dessa forma, resultados iguais ou melhores que a PCA. FOX [209]
também comentou que o TPM, por usar decomposicao de Cholesky, é mais robusto
que a PCA. Uma desvantagem do TPM é que em alguns casos pode-se encontrar
pesos negativos a partir da solucao do sistema linear. Obviamente, isso nao seria

fisicamente plausivel.

5.6 Analise de Componentes Independentes

O método de andlise de componentes independentes (Independent Component Analy-
sis - ICA) é uma técnica estatistica usada para transformar linearmente um vetor
de variaveis aleatérias, medigoes, ou sinais, para um novo sistema cujas coordenadas
sejam, no maior grau possivel, estatisticamente independentes entre si. Apesar do
ICA ter sido definido primeiramente por HERAULT e JUTTEN [221] e j4 ter sido
usado em alguns trabalhos, como, por exemplo, em CARDOSO [222], uma defini-
¢ao mais ampla do conceito de ICA foi apresentada primeiramente por COMON
[223] com o uso de ferramentas provenientes da teoria de informagao, como o prin-

cipio de informagao mutua e entropia. O método de ICA também estd intimamente
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relacionado com um outro método estatistico conhecido como busca por projecao
(projection pursuit) [224] definido inicialmente por FRIEDMAN e TUKEY [225].

Um exemplo classico da aplicacao da ICA é resolver o problema conhecido como
separagao de fontes desconhecidas (Blind Source Separation, BSS), ou seja, quando
nao se tem informacao alguma a respeito das fontes individuais ou mesmo da quan-
tidade de fontes, mas somente se conhece diversos sinais contendo as informacoes
de todas as fontes sobrepostas [226]. Por exemplo, temos o “cocktail party” que é o
problema de separar os sinais sonoros individuais das fontes a partir da informagao
obtida por um conjunto de microfones em uma sala com muitas pessoas falando si-
multaneamente (fontes). Outros exemplos bem conhecidos da aplicagao da ICA sao
na analise de dados de sinais cerebrais gravados por multiplos sensores, interferén-
cia de sinais de radio em aparelhos da telefonia celular, séries de dados obtidos ao
mesmo tempo mas em diferentes localizagoes de processos industriais, entre outros.

O método ICA considera que o vetor de observagoes, X, pode ser uma mistura
linear de um vetor de componentes independentes ou variaveis latentes (nao dire-
tamente observéveis) nao conhecidas, s, e uma matriz de mistura, M, também nao
conhecida. Assim, utilizando varidveis com média nula, isto é, x = x — u, pode-se
escrever X = Ms e, portanto, s = Sx onde S = M~1 é a matriz que separa as com-
ponentes independentes. O objetivo da ICA é encontrar a matriz de separagao S que
torna as componentes do vetor de variaveis s o mais independente possivel entre si.
As componentes independentes sdo também chamadas de fatores ou fontes na area
de separacao de sinais. Uma definigdo mais rigorosa da ICA pode ser encontrada
em HYVARINEN e OJA [227].

A ICA pode ser vista como uma extensao da PCA, pois usa um critério mais
forte que a simples descorrelagdo dos dados usada pela PCA. A correlagdo é uma
medida do relacionamento linear entre duas variaveis. Dizemos que x; e x5 sao
descorrelacionadas se, e somente se, a covariancia entre essas variaveis for nula, ou
seja, cov(xy,z2) = 0. Contudo, cov(zy,x2) = 0 ndo implica na independéncia entre
x1 € T9, embora o inverso seja verdade. Duas varidveis aleatérias quaisquer, xy e o,
sao ditas independentes se a informacao sobre o valor de x; nao fornece informacao
alguma sobre o valor da variavel xs, e vice-versa. A independéncia entre variaveis
pode ser definida através da fungao densidade de probabilidade (Probability Density
Functions - PDF). Seja f(x1,23) a fungao densidade de probabilidade conjunta de
duas varidveis aleatdrias z; e xs, entdao a funcao fi(z;), que é chamada de fungao

densidade de probabilidade marginal de 1, é definida por:

file) = [ Far) de (5.20)

e de forma similar para fo(x2). Assim, x; e x9 serao independentes se, e somente se,
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a PDF que representa as varidaveis puder ser fatorada da seguinte maneira:

f(x1,22) = fi(21) f2(22) (5.21)

Esta definicao pode ser estendida para um ntmero h de varidveis aleatérias com
uma PDF multidimensional sendo representada pelo produto de h PDFs marginais.

Considerando o caso bidimensional, o significado da independéncia pode ser
entendido a partir do cdlculo da expectativa (média) do produto das fungoes
hi(x1)ho(2):

B {a(enla(en)} = [ [ ol fo1,22) diidas
= /h1($1)f1(331) dx1/h2(q:2)f2(3;2> da, (5.22)

= EA{hi(x1)} E{hao(z2)}

A Equagao [5.22] mostra claramente que a correlacao entre as variaveis é nula
pois cov(xy,x2) = E{xza} — E{x1} E{xs}. Assim, se um conjunto de dados
for independente é possivel afirmar que é também descorrelacionado, porém o con-
trério nem sempre é verdadeiro. Além disso, usando a Equacao [5.22] temos que
E{xlflx’;?} =k {x’fl} E {x?}, isto €, Lk ky = [y .0M0ky, O QUE NAO OCOITE para
os momentos de ordem acima de 2 se as variaveis sao apenas descorrelacionadas.
Nota-se que a expressao dos momentos mistos obtidos pelo produto dos momentos
puros permite transformar o problema de determinacao de uma quadratura multi-
dimensional em um produto cartesiano de quadraturas unidimensionais, ou seja, ¢
o caso onde o DCPM funciona perfeitamente.

O objetivo da ICA é maximizar algum critério ou medida da independéncia
dos dados e, ao contrario da PCA, procura por diregoes que nao necessariamente
precisam ser ortogonais entre si. O critério de independéncia das varidveis esté
associado a nao-Gaussianidade da distribuicao nas novas coordenadas, ou seja, ao
quanto ela é distante de uma distribuicao do tipo Gaussiana. A nao-Gaussianidade
de uma distribuicao pode ser medida através de estatisticas de ordem superior a 2,
as quais sao nulas para as distribuicoes Gaussianas.

A relacao entre independéncia das variaveis e nao-Gaussianidade, assim como
uma fundamentagao tedrica mais detalhada de ICA pode ser encontrada no Apéndice
[Cl Entretanto, ela pode ser analisada através do teorema do limite central, que
diz que a distribuicao da soma de varidveis aleatérias tende a uma distribuicao
Gaussiana sob certas condigoes [227]. Isto implica que qualquer combinagao linear
de variaveis aleatorias tem uma distribuicao mais proxima da Gaussiana do que as

variaveis originais. Assim, o critério de busca das componentes independentes deve
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maximizar a nao-Gaussianidade da distribuigdo nas novas coordenadas [227]. Por
outro lado, isto indica que a ICA nao é aplicavel se a distribuicao for Gaussiana. Mais
especificamente, COMON [223] mostrou que a condigao necessaria para a aplicagao
da ICA é que a distribuicao nao pode ser Gaussiana a nao ser em, no maximo, uma
das componentes independentes.

Para o leitor nao familiarizado com os conceitos de teoria da informagao, cu-
mulantes, curtose, entropia, negentropia e branqueamento de dados recomenda-se
fortemente a leitura do Apéndice [C] para facilitar o entendimento das préximas se-

coes.

5.6.1 Algoritmos de ICA

Os métodos de ICA podem ser aplicados diretamente a um conjunto de dados ou aos
cumulantes obtidos a partir destes dados ou das distribuicoes de probabilidade dos
mesmos. COMON [223] fez uma comparagao entre estas duas estratégias de ICA.
Basicamente, a escolha por uma ou outra destas estratégias é devida a especificidades
do problema. Para problemas com um ntmero elevado de dados, o uso de métodos
baseados em estatisticas pode ser mais atrativo do ponto de vista computacional,
pois a quantidade necessaria de calculos nesses métodos pode se tornar menor.

Quando a ICA é aplicada diretamente aos dados, o procedimento consiste em
aplicar transformacoes lineares sucessivas no conjunto de dados até que algum crité-
rio de independéncia seja atingido. Obviamente, este processo ¢ iterativo. Na outra
estratégia, o conjunto de dados é usado para calcular os seus cumulantes uma tnica
vez. Posteriormente, resolve-se o problema de ICA usando estas estatisticas, sem
ser necessario acessar novamente o conjunto de dados.

Dentre as metodologias que aplicam ICA diretamente sobre um conjunto de
dados destaca-se o algoritmo FastICA (Fized-point algorithm for ICA) [228]. J&
dentre os métodos baseados em estatisticas podem-se destacar os métodos JADE
(Joint Approximate Diagonalization of Eigen-matrices), SHIBBS (SHIfted Blocks
for Blind Separation)[229, 230] e o método CuBICA [231].

Independentemente de qual tipo de algoritmo ¢ usado, eles necessitam de uma
etapa de pré-processamento no qual os dados sao centrados (centering), branqueados
(whitening ou sphering) e, dependendo da anédlise, também pode ser necessaria uma
redugao de dimensao, visando simplificar ou reduzir a complexidade do problema
para a aplicacao do algoritmo de ICA. A operacao usada para centralizar o con-
junto de momentos j4 foi detalhada na Segao[5.4.1 O branqueamento significa uma
transformacao dos dados ou suas estatisticas tal que a variancia se torne unitaria. O
branqueamento, com uma possivel redugao dimensional, é geralmente feita usando
a SVD e a transformada de Hotteling (PCA), ou seja (ver Apéndice para mais
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detalhes):
~1/2

wW=H'D "H (5.23)

Para casos em que somente os momentos da distribui¢ao sao conhecidos, e nao
a distribuicao propriamente dita, os métodos baseados em estatisticas sao os Uinicos
que podem ser aplicados. Isto acontece para a aplicacao de interesse desse trabalho,
que é encontrar uma discretizacao para uma funcao de distribuicao multivariada,
conhecendo somente seus momentos. O método JADE e o CuBICA serao descritos

em maiores detalhes a seguir.

Os métodos JADE e CuBICA

O JADE [229] é um método que busca por componentes independentes usando a
fungao contraste (ver Segao para detalhes) definida por:

h

Vyapp(Q) = Y K2 (5.24)

i,k =1

ou seja, usa o cumulante de quarta ordem calculado para z, que é obtido do vetor
de variaveis branqueadas pela transformagao ortogonal Q, z = Qb.
Ja o método CuBICA [231] considera as estatisticas de terceira e quarta ordem

na formulagao de sua funcao contraste, sendo dada por:

h h
1 1
T =1 Ti=1

Os métodos JADE e CuBICA aplicados a um conjunto de dados podem ser

descrito em alguns passos:

1. Calcular a matriz de branqueamento W onde as matrizes H e D sao obtidas
usando a decomposicao em valores caracteristicos da matriz de covariancia
3, e aplicar a transformacao de branqueamento sobre o conjunto de dados

centrados X para obter os dados brancos, b = Wx;

2. Calcular o conjunto de cumulantes dos dados branqueados e as matrizes carac-
teristicas. O método JADE necessita somente do cumulante de quarta ordem,

ja o método CuBICA necessita do cumulante de terceira ordem também.

3. Otimizar a fungao de contraste correspondente ao método. Isto implica em en-
contrar uma matriz de rotagao ortonormal R tal que as matrizes caracteristicas

do tensor de cumulantes sejam diagonalizadas simultaneamente.

4. Calcular a matriz de separacao S = RW e, finalmente, estimar as compo-

nentes independentes com s = Sx = Rb = RW '%. Cabe notar que nao hé
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necessidade de calcular a inversa da matriz de branqueamento W uma vez que
w-t = H'D'/*H.

A etapa 3 pode ser vista como um problema de diagonalizacdo simultanea de
varias matrizes ou como a diagonalizacao de um tensor de ordem maior que 2, sendo
conhecido na literatura como diagonalizagao conjunta (joint diagonalization). Os
métodos JADE e CuBICA otimizam suas funcoes contraste usando uma genera-
lizagdo do método de Jacobi (Apéndice ao invés de empregar algoritmos de
otimizagao baseados em gradientes [230].

A aplicacao da ICA para a obtencao de uma quadratura multidimensional a
partir dos momentos de uma distribuicao faz parte do desenvolvimento feito durante

este trabalho e serd discutido posteriormente no Capitulo [6]

5.7 Método dos Momentos Condicionais

O método dos momentos condicionais (Conditional Method of Moments - CMoM)
foi proposto no trabalho de CHENG e FOX [152]. O método foi usado para a inver-
sao de momentos bivariados calculados pelo QMoM, originando o método chamado
CQMoM ( Conditional Quadrature Method of Moments). No trabalho original, o mé-
todo foi usado para resolver um problema de nano-precipitagao. Mais recentemente
o método foi usado também no trabalho de YUAN e FOX [I53].

No CQMoM, a fungao densidade de probabilidade multivariada (conjunta) passa
a ser dada pelo produto de distribuicoes monovariadas. Isto é possivel usando o
conceito de distribuigoes condicionadas. Por exemplo, uma distribuicao bivariada é

expandida da seguinte forma:

fley) = (@) f(yle) = D widid (e — )3y — yiy) (5.26)

1,5=1

onde f(x) representa a distribuigdo marginal de z e f(y|x) a distribuigao condicional
de y dado x. Dessa forma, pode-se escolher uma das variaveis para ser a variavel
independente, geralmente a que necessita de mais pontos de quadratura, e a outra
passa a ser a variavel condicionada. No caso geral, uma distribuicao multivariada
com dimensao h passa a ser dada pelo produto de uma distribuicao marginal com
h — 1 distribuicoes condicionadas.

Os momentos condicionados sao obtidos a partir da distribuicao condicionada.
Por exemplo, o momento condicional de y de uma dada ordem [ ¢ definido como

sendo:

W) (x) = / o f(yl) dy (5.27)
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O método para se encontrar os pesos e abscissas a partir de um conjunto de

momentos bivariados, j;, pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Dados os valores dos momentos pg = (z*) para k = 0,...,2N — 1, usa-se o
algoritmo PD para encontrar {w;, x;} parai=1,..., N.
2. Para cadal=0,...,2N — 1 deve-se encontrar o valor de (y'); resolvendo-se o

sistema linear dado por g = (zFy') = SN wiak(yh); para k= 0,...,N — 1.

i

Por exemplo, para [ =1 e N = 3, gera-se o seguinte sistema linear:

w1 Wa w3 <ZJ1>1 o1
W1T1 WeX2 W3T3 <y1)2 = | H11 (5~28)
wiT] WwaTy wsx} (y')s H21

que é resolvido para se obter os valores dos momentos condicionais (y');. Visto

que {y'); ¢ um momento condicionado, tem-se que os valores de (y°); = 1, Vi.

3. Para cada 4, usa-se o algoritmo PD para inverter os momentos condicionais

(yl>i paral =0,...,2N — 1, a fim de encontrar {w;;, y;;}.

Os momentos originais podem ser reconstruidos usando a seguinte equagao:

N
[kl = Z Wi Ty (5.29)

ij=1
O seguinte conjunto de momentos condicionados, (y) , é necessario para a apli-
cacao de uma discretizacao de N, pontos na direcao z, independente, e N, pontos

na direcao ¥, condicionada:

W) = {1 @ @) =0, N, = 1 (5.30)

Por exemplo, a aplicacao do método CQMoM para o caso de N, = N, = 3, sendo
x a direcao independente e y a condicionada, gera o seguinte conjunto de momentos
condicionados: {1, (y')1, (¥*)1, (¥*)1, (¥, ()i} {1 (Y2 @22 ()2 (Y2,
()2} e {1, (¥")s, (U3, (W3, (Y3, (¥°)s}-

Como se pode perceber, para a colocacao de 3 pontos de quadratura em cada
direcao existe a necessidade de um conjunto de 21 momentos, ou seja, 2N, +N, (2N, —
1) = 21, onde N, e N, representam a quantidade de pontos de quadratura na diregao
x e y, respectivamente. Uma outra questao a se observar é que esta ¢ a mesma
quantidade de momentos usados pelos métodos PCA e ICA para colocacao de 3
pontos de quadratura em cada uma das direcoes. No entanto, os métodos de PCA

e ICA necessitavam todos os momentos até 5* ordem, j& o CQMoM nao necessita
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Tabela 5.1: Conjunto de momentos bivariados necessdrios para uma discretizagao de 3
pontos de quadratura em cada diregao.

[
N 0 1 2 3 4 5
0 Hoo Ho1 Ho2 Ho3 Ho4 Hos
1 H1o M1 H12 H13 H1a H1s
2 H20 21 H22 H23 H24 H25
3 30
4 H40
5 M50

de todo o conjunto de momentos até 5* ordem, mas de dois momentos de 6* ordem
e um de 7* ordem, como pode ser visto na Tabela [5.1]
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Capitulo 6
Desenvolvimento do Trabalho

As etapas elaboradas para o desenvolvimento do trabalho sao apresentadas na Se¢cao
[6.1. Depois, na Seg¢ao sao discutidos os desenvolvimentos feitos no que tange
a 1nversao de momentos multivariados. Posteriormente, sao apresentados alguns
métodos para a solu¢ao da PBE, entre eles, a extensao do método DuQMoGeM para
o caso bivariado (Segdo , a derivacao do DQMoM usando a formulacdo peso
abscissa pura (Segao e, por fim, o método DQMoM-FC usando a formula¢ao
peso-abscissa generalizado para o caso multivariado e momentos de ordem arbitrdria
(Secao . Apds isso, na Secdo foi detalhada a modelagem para as frequén-
cias de quebra e agregacdo usadas meste trabalho e sua extensao para simulacoes
de escoamentos polidispersos multivariados. Na sequéncia, apresenta-se a modela-
gem de turbuléncia implementada e usada na simulagéoes (Segao e, finalmente,

¢ fornecida uma visio geral de como estd a estrutura do cddigo disponivel (Se¢do

6.1 Etapas do Desenvolvimento

A fim de se alcancar os objetivos pretendidos, foi necessario o estudo de varios
aspectos relacionados a modelagem e a solugao de problemas de balango populacional
multivariado e escoamentos multifasicos. Dessa forma, pode-se distinguir quatro

etapas igualmente importantes e necessarias para o desenvolvimento do trabalho.

6.1.1 Modelagem e Solucao de Problemas de Balanco Po-

pulacional

Nesta etapa, o foco principal foi desenvolver, implementar e testar métodos para
solugao de problemas de balanco populacional multivariado. Os métodos DuQ-
MoGeM, DQMoM e DQMoM-FC foram avaliados como possiveis candidatos para

resolver problemas de balanco populacional multivariado e heterogéneo.
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Outra questao explorada foi a modelagem da interacao particula-particula. Al-
guns modelos para quebra e coalescéncia de gotas foram propostos na literatura
recente [2]. Esses modelos foram estendidos, implementados e avaliados em proble-

mas de balango populacional homogéneo e heterogéneo.

6.1.2 Solucao de Escoamentos Multifasicos

Avaliou-se possiveis melhorias e extensoes em coédigos de CFD para escoamentos
multifdsicos atualmente disponiveis no OpenFOAM. Algumas questoes realizadas
durante este trabalho referem-se a modelagem da turbuléncia e das forcas inter-
faciais. Também esmerou-se em buscar métodos para aumentar a estabilidade e a
robustez do cddigo, entre os quais: (i) a solugao acoplada das equagdes de transporte
para peso e abscissa; (ii) o uso de uma sub-escala prépria de tempo para resolver as
equagoes de transporte das varidveis do balan¢o populacional (sub-cycling); (iii) o
uso do método SVD (Apéndice [D)) para resolver o sistema linear do DQMoM e do
DQMoM-FC.

6.1.3 Acoplamento PB-CFD

A modelagem multi-fluido apresentada na Secao necessita da informacao do
diametro de particula e da fracao de fase, ambas obtidas da solucao do balanco
populacional. Tomando-se o volume da particula, v, como propriedade interna da
PBE, a discretizagao fornecida pelos métodos baseados em momentos prové dire-
tamente a informacgao necessaria para o fechamento do equacionamento multifasico
multi-fluido. Neste caso, a fragdao de cada fase dispersa, r,, é dada pelo produto do
peso com a abscissa e o somatorio das mesmas corresponde a fracao total de fase

dispersa, rg:
N
rqg= g Ta; Ta = Waly (6.1)
a=1

Sob a hipétese de particulas esféricas, o diametro é obtido diretamente do valor

d, = (6”“)1/3 (6.2)

™

da abscissa:

Por outro lado, o acoplamento entre balanco populacional multivariado, quando
resolvido por métodos baseados em momentos, e CFD apresenta uma dificuldade
adicional que consiste no problema da inversao de momentos multivariados. Este
problema continua em aberto na literatura. Durante o desenvolvimento da pesquisa

foram elaborados novos métodos voltados a solucao desse problema.
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6.1.4 Estruturacao de Cédigo

Para que seja factivel um acoplamento PB-CFD mais abrangente, isto é, de modo
que seja possivel escolher, em tempo de execucao, diferentes métodos para a so-
lugao da PBE, resolver problemas de balango populacional de dimensao arbitraria
(h-variados), usar diferentes modelos de turbuléncia, entre outras, é indispensével
organizar o cédigo na forma de classes existentes na linguagem de programacao
C++. Esta estrutura permite um melhor controle do fluxo de dados entre diferentes

partes do codigo, dando flexibilidade e facilitando a extensao do solver.

6.2 Inversao de Momentos Multivariados

As secoes a seguir descrevem alguns avancos referentes a inversao de momentos

multivariados.

6.2.1 Inversao de Momentos Multivariados usando ICA

A aplicacao da ICA para obtenc¢ao da quadratura multidimensional é, em esséncia,
similar ao procedimento usado pela PCA.

A partir do conhecimento dos momentos da funcao distribuicao, os métodos
JADE e CuBICA podem ser aplicados de forma similar a discutida na Secao [5.6.1}

O procedimento é apresentado a seguir:

1. Usar os momentos de primeira e segunda ordem para montar a matriz de

covariancia.

2. Calcular a decomposi¢ao em valores singulares (Apéndice D)) da matriz de

. . = _1/2
covariancia e obter a matriz de branqueamento W = H'D H.

3. Aplicar a transformacao de branqueamento sobre os momentos. Ver o Apén-
dice para maiores detalhes.

4. Usar os momentos branqueados para calcular os tensores de cumulantes e suas

respectivas matrizes caracteristicas.

5. Encontrar uma matriz de rotagao ortonormal R tal que as matrizes carac-
teristicas dos tensores de cumulantes sejam simultaneamente diagonalizadas.
Dessa forma, é necessdaria a diagonalizacao das matrizes caracteristicas do ten-
sor de cumulante de quarta ordem no caso da JADE, e de terceira e quarta
ordem no caso da CuBICA.

6. Calcular a matriz de separacao S = RW e usé-la para rotacionar o conjunto

de momentos necessarios. Esse novo conjunto de momentos esta nas direcoes
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da ICA, ou seja, nas direcoes que sao o maximo independentes possivel do

ponto de vista do critério usado pela JADE ou pela CuBICA.

A matriz de separacao obtida pela ICA, S, transforma os tensores de momentos
de um sistema de coordenadas, x, para um novo sistema de coordenadas, y. E nesse
novo sistema de coordenadas que é aplicado o DCPM para obter os pesos e abscissas
da quadratura em cada uma das h variaveis, usando-se somente os momentos puros.
As abscissas sao transformadas de volta para o sistema de coordenadas original

usando projegao inversa, que no caso da ICA é dada por:
x=W Ry +pu (6.3)

Nao existe garantia de que a transformacgao obtida pela ICA linear produza novas
variaveis totalmente independentes. Na verdade, o método se propoe em minimizar a
dependéncia entre as variaveis de acordo com uma certa métrica bem definida, sendo,
dessa forma, um método mais robusto e elaborado que a PCA. Uma limitacao da
versao de ICA apresentada é assumir uma transformacao linear. Contudo, a ICA
vem recebendo bastante atengao recentemente, principalmente na area da engenharia
elétrica, e muitas versoes de ICA nao-lineares ja foram reportadas [219], 232H234].
Basicamente, a ideia do ICA nao-linear é permitir o uso de uma transformacao nao-
linear entre as varidaveis y e x. Essas novas versoes de ICA poderiam ter sido melhor

exploradas no ambito desse trabalho, porém, nao foram abordadas.

6.2.2 Inversao de Momentos usando Combinacao de Méto-

dos e Refinamento de Solugao

Os métodos PCA e ICA possuem ideias similares, que consistem em encontrar um
novo sistema de coordenadas que torne as variaveis descorrelacionas ou indepen-
dentes, respectivamente. O CQMoM, por outro lado, é aplicado diretamente nas
variaveis originais. Contudo, ele também poderia se beneficiar dessa transformagao
de coordenadas, onde as variaveis sao mais independentes entre si do que no sis-
tema de coordenadas original. Assim, os métodos PCA-CQMoM e ICA-CQMoM
foram desenvolvidos combinando-se a PCA com CQMoM e a ICA com CQMoM,
respectivamente.

Para tal, o primeiro passo consiste em se aplicar a transformacao de coordenadas
dada pela PCA ou pela ICA nos momentos da distribuicao. Em seguida, aplica-se o
CQMoM nesses momentos transformados para obtencao dos pesos e abscissas. Por
fim, usa-se a projecao inversa para voltar as abscissas ao sistema de coordenadas
originais.

Por fim, um refinamento da solugao obtida por esses métodos poderia ser con-
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seguida usando otimizacao. A obtencao de solucao usando otimizacao apresenta
um custo computacional elevado, principalmente quando existe a necessidade de se
usar algoritmos de otimizacao global e o acoplamento com cédigos CFD. Contudo,
a técnica pode ser particularmente util quando usada na obtencao de uma condi-

¢ao inicial e de contorno para métodos de momentos diretos, como por exemplo, o

DQMoM e o DQMoM-FC.

6.3 Solucao da PBE usando o DuQMoGeM

No DuQMoGeM considera-se uma familia de polindmios ortogonais para aproxi-
mar a fungao densidade de probabilidade [147]. Dessa forma, para uma familia de

polinomios ¢; tem-se:

(66 63)are) = / 7 ai@)s (@) (@)dr = 5164250 (6.4)

sendo que x4, € 0 valor maximo possivel da coordenada interna, podendo ser um
valor finito ou infinito (z,., < 00), e a fungao densidade de probabilidade monova-

riada, f(z,t), é expandida como:

f(x,1) = w(z) Z cii(x) (6.5)

e o coeficiente da aproximacao funcional é dado por:

1 Tmax ((b“ ]—)d>\ - /,LE(b)
G = —2/ ¢i(x) f(x)dr = 2 = = 2 (6.6)
H@'Hd;\(m) 0 H@'HdX(gg) H¢in/_\(m)

com as seguintes medidas d\(z) = f(x)dz, d\(z) = w(z)dz e w(x) é a funcio peso
147,

Dessa forma, o momento generalizado u(¢)

., associado ao polinomio de grau ¢, é
proporcional ao coeficiente ¢; da aproximagao funcional.

Para o caso homogéneo, a seguinte equacao de residuos ponderados pode ser
escrita para uma PBE monovariada considerando-se os fenomenos de agregacao,
quebra e um termo fonte S(z,t) qualquer:

of (x,t
R(x,t; f) = % + H,(z,t) + Hy(z,t) — S(z,t) =0 (6.7)
A partir da formulagao de Galerkin de residuos ponderados e momentos genera-

lizados, os coeficientes da aproximagao de f(x,t) usando N termos sao dados por
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[147):

de N-1 N-1

k

||¢k||(215\(x)E + Z Apijejei + Z Liyici = Sk (6.8)
i=0

i,j=0

onde, para propriedades internas aditivas, tem-se que:

tuy = [ onto) = Jonta )] ale oo etarta o’ (69

L= [ [outo) - 0030 Moot (oo (6.10)

S = /0 " (@) S (@, D) da (6.11)

I, £) = /0 T o) P | ) da = /0 S PG | m ) de (612)

O método DuQMoGeM baseado na formulacao de Galerkin de residuos pondera-
dos e momentos generalizados permite usar diferentes regras de quadraturas. Uma
regra de quadratura de alta acuracia pode ser usada para calcular as integrais neces-
sarias para o fechamento do sistema de equagoes de momentos generalizados (termos
fontes, Equagoes [6.9][6.10} [6.11] e[6.12)) e uma outra quadratura de Gauss-Christoffel

pode ser usada para discretizar a fungao distribuicao [147]. Dessa forma, a acurécia

associada a resolucao dos momentos da distribuicao é completamente independente
da discretizacao usada para representar a funcao distribuicao.

A aplicagao do DuQMoGeM para resolver uma PBE multivariada é feita de
forma similar aquela descrita para o caso monovariado. Por exemplo, para uma
PBE bivariada, tem-se:

of (x,y,t)

R(z,y,t; f) = By

+ Hy(x,y,t) + Hy(z,y,t) — S(z,y,t) =0 (6.13)

onde f(z,y,t) é uma fungao densidade de probabilidade bivariada, e = e y sao
duas propriedades internas compreendidas no intervalo [0, Z,42) € [0, Ymaz ), r€Spec-
tivamente, sendo que 08 Tiar € Ymaer podem assumir valores finitos ou infinitos

({Tmaz, Ymaa } < 00).
Usando uma aproximacao funcional para f dada por:

[y t) = w(x)@(y)zzcij¢i($)¢j(y) (6.14)

; .6
(09, Darxaa)  _ iy
||¢z H?jj\(x) ||¢] Hi}(y) ||¢z “3;\(:,;) ||§Z5] Haj\(y)

(6.15)

Cij

a aplicacao do DuQMoGeM origina a seguinte equacao para evolucao dos coeficien-

73



tes:

dc
M —'I_ Z Akll]pqczjcpq + Z Lk‘lljclj = Sk’l (616)

%,7,p,q=0 1,j=0

[ro e ||¢l||3X(y)

Os operadores de agregacao, quebra e o termo fonte sao dados por:

Aktijpg = /ymm /xmaz /ymz /xmm [¢k )ou(y) — —%(flﬁ + )iy +y)]

% a(z,y, 7',y w(@ow)oi@)d ) &1
x w(2)0(y)bp()dg(y') dz dy da’ dy’
L = | / b, ) [64(0)u(w) — D, TS )] o
<> (y)6:(2); () da dy
S = / / " (@) Bu)S .y, 1) do dy (6.19)
H;j;’é) (x,y,t / / on( (;Sl VP(x'y | z,y,t)da’ dy (6.20)

Como se pode perceber, os operadores de agregacao e quebra possuem dimensao
3h e 2h, respectivamente, sendo h o nimero de propriedades internas. Os polinomios
¢ e ¢ sio duas familias de polinémios ortogonais no produto interno com seus pesos
w e W, respectivamente. Sem perda de generalidade pode-se também usar a mesma
familia de polinomios ortogonais para ambas as variaveis internas.

As integrais que aparecem nos operadores de agregacao, quebra, termo fonte
(S) e o operador de probabilidade de quebra podem ser calculados usando rotinas
de integracao adaptativa, tendo-se em maos um critério que permite resolver estes
termos com maior ou menor acuracia. Isto mostra que se tem um controle da

acuracia com que o termo fonte da PBE ¢ resolvido.

6.4 Solucao da PBE usando o DMoM

Usando o método DQMoM [142] a funcao distribuigao é aproximada por uma ex-

pansao funcional dada pelo somatério de fungoes delta de Dirac:

N h
f(x) = Zwa Hé(xj — Tja) (6.21)

para os pesos w, € abscissas X,.

O uso do DQMoM para simulagoes de escoamentos polidispersos ja foi feita no
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trabalho de SILVA e LAGE [9]. Para tal, foi usada a formulacdo peso e abscissa
ponderada, onde a abscissa ponderada é dada por ¢, = w,x,. O termo difusivo
da PBE foi ignorado. De fato, a maioria dos trabalhos encontrados na literatura
consideram essa formulacao. Contudo, existem algumas vantagens em se usar a
formulacao peso e abscissa pura, por exemplo, em casos de dominio vazio ou em
casos que surgem regioes onde nao existe fase dispersa. Da mesma forma, existem
alguns casos onde o termo difusivo deve ser considerado para uma descrigdo mais
coerente do problema. Assim, serdao apresentadas aqui algumas etapas da deducao
das equagoes do DQMoM para a formulacao peso e abscissa pura considerando o
termo difusivo da PBE.

Considerando-se a PBE dada pela Equacao para um caso monovariado e
com difusao isotrépica e independente da propriedade interna, apds a substituicao

da Equagao [6.2]] e simplificar e rearranjar os termos, chega-se em:

N
Zd(x — T4)Aq 25’ T — To)WaBa — 25”(93 — To)wa D.Co = H(x,2,Y,1)
a=1 a=1
(6.22)
onde as seguintes parcelas sao definidas:
ow,,
5 + V: [ugw,] — V- [D,Vuw,| = A, (6.23)
[e% DZ
a@it + V- [uazs] — 2V -u, — V- [D,Vz,| — ” Vz, - Vw, = B, (6.24)

Vz,-Vz, = C, (6.25)

Aplicando o operador momento na Equacao [6.22] e usando as propriedades da
funcao delta de Dirac, chega-se ao seguinte sistema linear de equagdes para um
conjunto de 2N momentos (k =0,...,2N — 1):

N N
S ak Ay + kY waak B = k(k —1)D, Z =20, + T (6.26)
— — a=1

No DQMoM, o termo H,(CN) ¢é calculado usando uma quadratura de ordem N.

Para o caso de agregacao e quebra de particulas chega-se a:

EECN):/ 2" H(z,2,Y)dx
0

N
Z To +25)" — 2F — xé} a(Za, Tg)waws (6.27)
1 =1

l\DI»—
M=

b(xa)wa V(@) (za) — 2k

NE

i
L

75



Ty () = /0 U (s | 2) da (6.28)

De forma similar, as seguintes equacoes de transporte sao obtidas para os pesos

e abscissas da quadratura no caso bivariado (h = 2):

8;%‘ + V- [uaw,] — V- [D,Vw,| = A, (6.29)

2D
% + V- luwzy —2,V-u,—V-[D,Vz,| — " “Vio - Vw, = B? (6.30)
% +V- [uaya] - yav Uy — V- [Dzvya] - ' Vwa = Bg (631>

Os termos fontes das equacoes de transporte sao determinados pela solucao do

sistema linear:

(6.32)

e o vetor independente do sistema linear para quebra e agregagao é dado por:
Hkl Zwa xomyoz (:Eaayoz)nkl(xomya) - xiy(lx}

|
+35 Z Z wawp [(Ta + 28) (Yo + yp)' — 2hyh — hyb] a(za, 5, Ya, vs)
a=1 g=1

(6.33)

onde

Ty Yo
(0 o) = / / Py P,y | 2asya) dz dy (6.34)
0 0

6.5 Solucao da PBE usando o DQMoM-FC

O método DQMoM-FC foi proposto por BUFFO et al. [I51] para resolver o problema
do DQMoM [142] nao conservar os momentos em simulagoes envolvendo balango

populacional heterogéneo. Eles justificaram que o uso de equacoes de transporte para
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variaveis primitivas, como os pesos e abscissas no caso do DQMoM, nao garantem
uma solucao no qual os momentos sejam conservados. Este comportamento nao-
conservativo dos momentos é observado em casos onde os pesos e abscissas sao
inicialmente descontinuos no espaco, mesmo no caso do conjunto de momentos ser
realizdvel de cada lado da descontinuidade [10].

A ideia do DQMoM-FC é reescrever a maneira pela qual os fluxos sao avalia-
dos, buscando garantir a conservacao de momentos. Isto pode ser conseguido se os
fluxos advectivos e difusivos forem tratados como termos fontes da PBE, ou seja,
diferentemente do DQMoM [0, [142], esses termos nao entram implicitamente nas
equacoes de transporte de pesos e abscissas. Procedendo-se dessa forma, verifica-se
que o balango de momentos passa a ser satisfeito para um dado volume de controle
qualquer que tenha entrada e saida de fase dispersa. Os autores referenciaram o
procedimento colocado em VIKAS et al. [235] para ser usado no célculo dos fluxos
advectivos de forma a garantir momentos realizaveis.

Neste trabalho, foi deduzida uma versao multivariada do DQMoM-FC em termos

de pesos, w, e abscissas, x, originando o seguinte sistema linear:

N h N h h
; 1} Titp Ao + Zl le kjwat sy 11 tf, Bio = Hy, ~ Ty (6.35)
B T i

juntamente com as equacoes de evolugao temporal de pesos e abscissas:

ow
© = A,, =1,...,N 6.36
5 a (6.36)
0z 4 ,
Tha _ g0, j=1,...,h; a=1,...,N (6.37)
ot ’
onde k = [ky,...,ky|T é o vetor cujo indices fornecem a ordem do momento multi-

variado para cada uma das varidveis internas, podendo este ser um nimero inteiro

ou fraciondrio. O momento multivariado é dado por:

o0 o0 h
Ui = / . / Hx?jf(x, z,t)dxy ... dzy, (6.38)
0 0

podendo ser aproximado pela seguinte quadratura:

N
TP = fika (6.39)

N
N
Mk:ﬂ/](( ):Zwa
=1 a=1

h
a=1 j=

. ok
onde fix o = Wy Hj:1 T

O sistema dado pela Equacao tem posto completo quando s = (h + 1)N
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equacoes linearmente independentes sao fornecidas. Isso equivale a um conjunto de s
momentos da PBE aproximados por uma quadratura de N pontos num espaco com
dimensao h [13] 151]. A escolha do melhor conjunto de momentos para compor o
sistema linear do DQMoM-FC em casos com h > 2 nao é trivial, existindo trabalhos
na literatura que tratam especificamente dessa questao [11].

Os termos ﬁﬁv ) e Fiév ) sao, respectivamente, o momentos de ordem k do termo
fonte relacionado aos processos de interacao entre particulas e do termo fonte rela-
cionado a adveccao e difusao dos momentos no espago fisico aproximados por uma
quadratura de N pontos.

Considerando os processos de quebra e agregacao de particulas para um caso

com dimensao h, tem-se:

9(xa) M (xa) = [ | x]

i=1

1 N N h h h

i=1 i=1 =1

(6.40)

onde
My (xa) = /0 ) (Hmk) P(x | %) dx (6.41)

A adveccao e a difusao dos momentos no espaco fisico é dada por:

N
i =v. [Z Uofta| — V- [Dwfjv’] (6.42)
a=1

onde u,(z,t) = uy(Xa,y(2,t),2,t) é a velocidade de adveccao de cada uma das abs-
cissas, que corresponde as velocidades das fases dispersas, a = 1,..., N. Assumiu-se
que o coeficiente de difusao, D, é isotropico e nao é funcao das abscissas x.

A adveccao e a difusao dos momentos no espaco fisico corresponde aos fluxo dos
mesmos pelas faces das células, fc, podendo ser vista como um processo de injecao
ou extragao de particulas num volume de controle definido. Dessa forma, esse fluxo
pode ser calculado em cada uma das células que discretizam o espago fisico usando
o método de volumes finitos convencional. Neste trabalho, por exemplo, usou-se
o método de volumes finitos implementado no software OpenFOAM, detalhado no
trabalho de JASAK [168]. No Apéndice [A|sao dados detalhes de como sao avaliados
os diferentes operadores no OpenFOAM. Um momento genérico de dimensao h é

reconstruido nas faces das células usando a discretizacao em termos de pesos e
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abscissas, ou seja:

N h N h
Fié\/) = Z (Z Qboa,fc Wa, fe H xffa,fc) o Z chsfc ' (V [Z Wa H Iffa] >
o 1 fe a=1 =1

fe = 1= i fe
(6.43)

onde @q, fc = Uq,fc - Sfec € Sy € 0 vetor de drea da face fe.
Em problemas envolvendo solucao de balanco populacional heterogéneo o sistema
linear dado pela Equacao deve ser resolvido em cada célula do espaco fisico

discretizado em cada passo de tempo.

6.6 Modelagem para a Dispersao, a Quebra e a

Coalescéncia de Gotas

6.6.1 Modelagem do Coeficiente de Dispersao

Assumindo difusao isotropica, a modelagem do coeficiente de dispersao de particulas
D, pode ser dividido em duas parcelas D, = D% 4 D% onde D™ corresponde
ao coeficiente de dispersiao devido ao movimento Browniano de particulas e D" ¢
o coeficiente de dispersao turbulenta de particulas [143] 236, 237]. O coeficiente de
dispersao devido ao movimento Browniano é inversamente proporcional ao tamanho
das particulas, logo, é usualmente desprezado, a menos que o problema envolva
particulas de tamanho muito pequeno, como em processos envolvendo escoamento de
nanoparticulas [I143]. J& o coeficiente de dispersao turbulenta de particulas existird
em escoamentos turbulentos e sua modelagem ainda nao é muito bem conhecida. A
literatura que trata da modelagem do coeficiente associado a dispersao turbulenta
de particulas ainda é muita escassa. Nos trabalhos existentes, o mais comum ¢é
assumir, por simplicidade, que a dependéncia do coeficiente de dispersao turbulenta
com relacao a propriedade interna é dada pelo niimero de Schmidt turbulento, Sct*r.
Dessa forma, a dispersao turbulenta é relacionada com a viscosidade turbulenta do

escoamento, Vi, e o Sc™ de acordo com a seguinte relacio [237):

Diurb o CM kg _ Véurb (644)

o Scturbg - Scturb

onde, para particulas pequenas que seguem fielmente as linhas de corrente do es-

turb ~ 1. Para

coamento, geralmente particulas menores que 10um, tem-se que Sc
particulas grandes que nao seguem exatamente as linhas de corrente do escoamento,

0 Sctr assume valores menores que 1, aumentando a dispersao [238] 239].
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6.6.2 Modelagem das Frequéncias de Quebra e Coalescéncia
de Gotas

Recentemente, MITRE et al. [2] propuseram novos modelos para a coalescéncia e
a quebra de gotas de emulsoes de dgua em o6leo escoando através de canais com
acidentes. Eles usaram um modelo de balango populacional homogéneo (modelo
Lagrangeano) para predizer a evolugao da distribuigao de tamanho de gotas. Os
parametros dos modelos propostos foram ajustados usando os dados experimentais
disponiveis. O modelo proposto para a frequéncia de coalescéncia de gotas com

diametros d, e dg ¢ dado por:
a(dy, dg) = Mda, dg)8(da, dg) (6.45)
onde a frequéncia de colisao de gotas, 0(d,, ds), ¢ dada por:
0(da,dg) = C. S(dy, dg) u, (6.46)

Na Equacao [6.46] C. é um parametro multiplicador da frequéncia de colisao e
S(dy,dg) é a édrea caracteristica da se¢ao reta de colisdo entre as gotas, definida

Ccomo

do + dg)?
S(da, ds) = w (6.47)
e u, é dado por:
+
Uy = w (6.48)

onde u,4, é a velocidade da gota relacionada a turbuléncia do escoamento, que, para

emulsoes com gotas na faixa sub-Kolmogorov, é dada por:

g, = do = /2 d, (6.49)
Yo

onde ¥ ¢é a taxa de cisalhamento turbulento dos menores vortices do escoamento.

De forma mais compacta a frequéncia de colisao de gotas pode ser dada por:
s

0(da, ds) = Coy | 2 (d, + dj)? (6.50)
8 1/0

Para a modelagem da eficiéncia de coalescéncia, A(d,,ds), quatro abordagens
foram consideradas por MITRE et al. [2]:

e Interface rigida:

Mda, dg) = exp [—Oe}l In (h_f)l (6.51)



o Interface deformavel e imével:

A(dy, dg) = exp

8 deg \°

~C.~Ca? ( “"1) (6.52)
9 T\ 2hs

e Interface deformavel e parcialmente mével:

V3 I d
— g I S el (3/2) [ Zea
Ady,dg) = exp | —C, 1 ( . ) Cag, (2hf) (6.53)

e Interface deformavel e méovel:

A dy, dg) = exp —CﬁC’aeq In ﬁ (6.54)
2 Iy

Nessa modelagem, C. e C, sao parametros a serem ajustados, vy € a viscosidade
cinematica da fase continua, py é a viscosidade dinamica da fase continua, g é a
viscosidade dinamica da fase dispersa, d é o diametro da gota, ¢, é a taxa de dissi-
pacao de energia cinética turbulenta e d., = 2(d;* + algl)_1 ¢ o diametro equivalente
da gota [2]. Por fim, h; e hy correspondem, respectivamente, a espessura inicial
e final do filme formado entre as gotas durante o processo de colisao. O valor de
h; é desconhecido, sendo comum assumir a razao h;/h; como uma constante a ser

determinada, podendo dessa forma ser incorporada ao parametro C.. Ja h; pode

d. A\'?
M=(W> (6.55)

ser calculado a partir de:

1670

onde A é a constante de Hamaker e o é a tensao interfacial do par dgua-oleo.

Ca é o numero capilar, definido como:

Ca = POV /M a \’;()/VOd (6.56)
o

sendo Ca,, 0 seu valor para de,.

Para a frequéncia de quebra de gotas, o seguinte modelo foi proposto:

NG
1.24Cy+/ €0 /v Ca®? (2—) . para Ca, > Cagrit
n

0, para Ca, < Cagy

b(da) = (6.57)

onde (', é um parametro a ser ajustado, C'a, é o nimero capilar calculado para d,
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e n ¢ escala de comprimento de Kolmogorov, definidos como:

/ 3\ 1/4
Ca, = MOZO—U/VOd“' 0= (@> (6.58)

)
€0

Caeris € 0 nimero capilar critico, o qual foi obtido por MITRE et al. [2] como

sendo func¢ao dos nimeros de Reynolds e de Stokes:

Clagis = 1.65 x 107*St Re3/20 (6.59)

max

onde Stg e Rep.. sao dados por:

(6.60)

V. é o volume efetivo do acidente, t,.; € o tempo de residéncia da gota em V., ) é a
vazao volumétrica e L, ¢ a largura do canal [2].

A funcao densidade de probabilidade das particulas filhas formadas pela quebra,
P(v | v'), assume que ¢ particulas filhas de igual volume sao formadas durante a

quebra:
Pv|v) =26 (v - %) (6.61)

e o numero médio de particulas filhas formadas, v, é considerado como um parametro
a ser ajustado com dados experimentais.
Para o caso homogéneo, MITRE et al. [2] estimaram a taxa média de dissipacao

de energia turbulenta no acidente através da Equacao [6.62 onde t,., foi calculado

pela Equagcao
Ap

€ =
< 0 > Po tres

Na extensao dessa modelagem para o caso heterogéneo proposta nesse trabalho

(6.62)

€0 € tres Passam a ser campos, ou seja, seus valores sao calculados localmente em
cada uma das células que compoem o dominio fisico discretizado. O campo de €
¢ obtido da solucao do modelo de turbuléncia e t,..; é calculado em cada um dos
volumes de controle usando a seguinte expressao:

3 Vcell
o = Ve (6.63)

res
NATIERTIN
onde V! é o0 volume da célula e u, (o =1,...,N) é o valor da velocidade da fase
dispersa a no centro da célula. Nota-se que, todas as variaveis que dependem de €,
ou t,.s tornam-se campos também, como por exemplo, C'a, Caepir, St € 1.

No caso das particulas terem tamanhos muito pequenos e apresentarem massas
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especificas préxima das da fase continua é possivel assumir que u, =~ ug e dessa

forma a Equacao [6.63 pode ser reescrita como sendo:

3 /‘/ccell
tres - \/ﬁ (664)

A modelagem que foi mostrada é para o caso monovariado. A extensao dessa mo-
delagem para o caso multivariado considerado nesse trabalho assume que as frequén-
cias de quebra e coalescéncia dependem somente do tamanho das gotas, a menos que
seja dito o contrario. Usando essa hipdtese, somente a funcao densidade de probabi-
lidade multivariada das particulas filhas formadas pela quebra precisa ser redefinida.
Assumindo-se que durante a quebra de uma particula mae todas as propriedades in-
ternas consideradas sejam divididas igualmente para cada uma das particulas filhas
geradas, que acontece no caso das propriedades serem aditivas como, massa total,

massa dos componentes, etc, tem-se:

P(x|x) = li[la (xj - %) (6.65)

onde 9 é o mesmo valor do caso monovariado.

6.7 Modelo de Turbuléncia de Dupla-Camada

O modelo k — € padrao apresentado na Se¢ao ¢ um modelo de altos ntimeros
de Reynolds (High Reynolds Number - HRN) e prediz de forma satisfatéria as varia-
veis de turbuléncia na regiao distante da parede, onde o escoamento é plenamente
turbulento. Comumente, os modelos HRN sao usados juntamente com fungoes de
paredes para resolver escoamentos onde 30 < y* < 300 e os modelos de baixos nu-
meros de Reynolds (Low Reynolds Number - LRN) s@o aplicados em casos em que
yT ~ 1. y* corresponde a uma distancia adimensional do centro da célula & parede

mais proxima, sendo dado por [240-242]:

yt=_V - 7V (6.66)

onde y é a distancia do centro do volume de controle a parede mais proxima e v é
a viscosidade cinemética da fase continual.
A faixa de y™ entre 1 e 30 corresponde a regiao transicional, ficando entre estas

duas abordagens e sendo menos conhecida em termos de modelagem [243].

'Para fins de praticidade, ndo serd usado o indice 0 para se referir as varidveis da fase continua
na presente segao.
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Além do uso de funcoes de parede, pode-se usar a ideia de se modelar duas ca-
madas distintas com o intuito de melhorar as predigoes dos modelos nas distintas
faixas de aplicagao de cada um e na regiao transicional. Basicamente, os modelos
de duas camadas misturam um modelo algébrico para a regiao proxima a parede e
um modelo diferencial, como o proprio k — € por exemplo, para a regiao distante
da parede. Essa modelagem foi proposta no trabalho de CHEN e PATEL [244] mas
encontram-se varias versoes de modelos de dupla-camada na literatura, combinando
diferentes tipos de modelos algébricos e diferenciais. Uma comparagao entre duas
versoes de modelos de dupla-camada, usando diferentes modelos algébricos junta-
mente com o modelo k — €, pode ser encontrada no trabalho de LAKEHAL e RODI
[245].

O modelo de dupla-camada implementado aqui corresponde a adaptagao para o
caso multifdsico do modelo descrito no trabalho de VOLKOV [246]. A ideia desse
modelo de dupla-camada consiste em se usar o modelo £ — € padrao para resolver
a turbuléncia na regido distante da parede (regido de escoamento turbulento ple-
namente desenvolvido) e aplicar o modelo de uma equagao de Wolfshtein [247] na
regiao de escoamento laminar proximo a parede. Dessa forma, obtém-se um modelo
hibrido k — e — W.

As subcamadas sao definidas de acordo com o valor do nimero de Reynolds

turbulento local, Re,, que estd relacionado com a distancia da parede, tal que:

_ pk1/2y

Re
! 1t

(6.67)

As equagoes do modelo k — € padrao (Egs. e sao usadas na regiao
onde Re, > Re, e a viscosidade turbulenta ¢ calculada usando-se a férmula de
Kolmogorov-Prandtl (Equagao . Ja na regiao onde Re, < Re,« o modelo k —{
de Wolfshtein [247] ¢ usado e, neste caso, a energia cinética turbulenta é determinada
pela Equagao 2.12] mas a dissipagao de energia turbulenta e a viscosidade turbulenta
passam a serem calculadas pelas Equacoes e[6.69] respectivamente.

]{?3/2

w le

€

(6.68)

ptr = pC Lk (6.69)

No trabalho de VOLKOV [246] foi usado um valor de Re,- = 180. Contudo, esse
valor é controverso, por exemplo, no software FLUENT [248] usa-se Re,~ = 200 e o
software STAR-CCM+ [249] adota um valor Re,~ = 60. As escalas [, e [, sdo dadas

por:
le=Cry [1 — exp (— Jj):y)] (6.70)
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L= Ciy {1 —exp (-%)} (6.71)

m

onde A, =70, A, = 20}, C; = /@C,fg/4 ek =041. Nocasode y* <1,k =102¢
aceitavel como condicao de contorno para a energia cinética turbulenta nas paredes
en-Ve = 0 é usado para a dissipacao de energia turbulenta, nao requerendo
tratamento especial com o uso de fungoes de parede [250]. No caso do y™ ser elevado,
yT > 11,25, é aconselhdvel usar a condicao de n - Vk = 0 juntamente com funcoes
de parede para a dissipacao de energia turbulenta [248]. Existem diferentes fungoes
de parede descritas na literatura. Uma das mais usadas e simples foi proposta por
LAUNDER e SPALDING [241]. Neste caso, a taxa de dissipacao de energia cinética
turbulenta, €, na célula adjacente a parede é calculada por:
€= M (6.72)
RY
Outras funcoes de parede mais elaboradas, levando em conta os efeitos relacio-
nados aos gradientes de pressao, ou funcoes de parede generalizadas, validas para
quaisquer valores de y™, podem ser encontradas na literatura, por exemplo, nos
trabalhos de CRAFT et al. [251] e POPOVAC e HANJALIC [252].
Para fazer a transigdo suave das varidveis entre as diferentes camadas (modela-

gens), usou-se a seguinte fungao de suavizagao:

. 1 Rey — Rey*
o [ (B e o

onde a constante A é usada para controlar a suavidade da transicao, sendo geral-

mente colocada de forma geral como sendo:

[ARe,|

~ tanh(0,98) (6.74)

para ARe, = 0,1Re,- = 18.

Dessa forma, valores de A, = 0 sao esperados na regiao proxima as paredes
e valores de A\, = 1 sao esperados em locais de escoamento com altos nimeros
Reynolds. Valores intermediarios entre 0 e 1 definem a regiao de transicao entre as
subcamadas. De forma geral, a viscosidade turbulenta pode ser calculada como:

it = >‘€MZTS + (1= A (6.75)

w

sendo que pi? e it correspondem as viscosidades externa e interna, respectiva-

mente, da subcamada proxima a parede.

O termo fonte da equagao de dissipagao de energia turbulenta, Equacao [2.14]
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também é modificado para conter a ponderacao por A, ou seja:

€

k

SP:)\G[

€

]{73/2
(CaVU — Ceape)| + (1 — A)pa [ = e} (6.76)

A Eq. é recuperada na regiao de altos nimeros de Reynolds e na regiao de

baixos numeros de Reynolds a seguinte equacao é usada para calcular a dissipagao

3/2
% =« [kl - e} (6.77)

de energia turbulenta local:

k?3/2
le

e a constante o ~ 1 controla a diferenca entre € e

Sintetizando a modelagem usada:

Se y* < 3, nao se aplica a lei de parede para a velocidade. Neste caso: i) k é
resolvido pela Equacao com condigao de contorno na parede dada por k = 0; ii)
a solucao da Equacao ¢ usada em locais onde Re, < Re,- e a da Equagao [2.13]
em locais onde Re, > Re,-, usando a condi¢ao de contorno na parede n - Ve = 0.

Se y* > 3, aplica-se uma lei de parede para a velocidade. Neste caso: i) k é
resolvido pela Equacao com condicao de contorno na parede n - Vk = 0; ii) a
solugao da Equacao [6.77) é usada em locais onde Re, < Re, e a da Equacao [2.13]
em locais onde Re, > Re,~ usando a condicao de contorno na parede de n- Ve = 0.
Contudo, se y* > 11,225, o valor de € na célula adjacente a parede é recalculado
usando a Equagao [6.72]

6.8 Visao geral do Solver desenvolvido

O solver desenvolvido permite a simulagao de escoamentos multifasicos polidispersos
através da solucao da PBE, por diferentes métodos, acoplada com a abordagem
multi-fluido. O solver vem sendo desenvolvido na versao OpenFOAM-1.6-ext [253]
e foi denominado multiPhaseMultiVariatePbeFoam.

O modelo multifasico Euleriano-Euleriano esta implementado no cédigo principal
do solver onde é resolvida a equacao de conservacao de quantidade de movimento,
a equacao da pressao, o acoplamento pressao-velocidade e sao chamadas fungoes
membros usadas para solucao do modelo de turbuléncia e do balango populacional.

Para facilitar o controle e a extensao do c6digo, o solver usa trés bibliotecas: (i)
uma com modelos para o coeficiente de arrasto; (ii) outra com modelos de turbulén-
cia; (iii) e, por fim, uma biblioteca com métodos de solugao da PBE.

A biblioteca com modelos para coeficiente de arrasto possui implementados mo-
delos como Schiller-Naumann [37], Gibilaro [254], Grace [38] e Ergun [254], entre

outros.
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A biblioteca de modelos de turbuléncia tem disponivel atualmente a modelagem
baseada em equagoes de média de Reynolds (Reynolds Averaged Navier-Stokes -
RANS). Nessa classe de modelos, estao disponiveis os modelos k — ¢, Realizable
k—e RNG k—¢, k—e—W, k—w, SST (Shear-Stress Transport), entre outros
[242], 246, 255, 250].

Por fim, a biblioteca contendo métodos para solucao da PBE possui implemen-
tado o QMoM, o DQMoM e o DQMoM-FC. Apesar de somente se ter disponiveis
métodos baseados em momentos, o uso de outras metodologias, como o MoC, tam-
bém poderia ser incorporada facilmente a biblioteca de métodos. A biblioteca precisa
basicamente de varidaveis do escoamento, como velocidades e variaveis de turbuléncia
e retorna o diametro e a fracao de cada uma das fases dispersas. A implementacao
feita para o DQMoM-FC é genérica em duas questoes: (i) é possivel usar um con-
junto arbitrario de momentos de ordem inteira ou fracionaria para cada uma das
variaveis internas da PBE; (ii) a implementacao ¢é genérica para h variaveis internas.

Por exemplo, a lista abaixo define os momentos para um caso trivariado:

//— Tabela de indices de momentos

momentIndexTable

(

(0 0 0 )
( 0.333333333 0 0 )
( 0.333333333 1 0 )
( 0.333333333 0 0.5)
( 0.333333333 0 1 )
(1 0 0 )
(1 1 1 )

)

O valor das colunas representam a ordem do momento para cada uma das varia-
veis internas. Dessa forma, a soma dos valores dados em uma linha representam a
ordem total do momento multivariado e, dessa forma, cada linha define ou especifica
um momento multivariado. O método SVD (ver Apéndice @ ¢ usado para resol-
ver o sistema linear de equagoes do DQMoM-FC (Equagao para os momentos
especificados na lista de momentos. O SVD elimina automaticamente as equagoes
que deixam o sistema mal condicionado. No caso em questao, eliminar uma equacgao
significa desprezar o momento que a compoem. Como alguns momentos sao mais
importantes, como por exemplo, os momentos que garantem conservacgao de nimero
e a massa das particulas, usou-se um fator de ponderacao para cada um dos mo-

mentos, onde momentos mais importantes sao ponderados com valores altos a fim
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Figura 6.1: Estrutura do solver e das bibliotecas.

de que os mesmos nao sejam desprezados pela SVD.

A biblioteca de métodos para solucao da PBE usa outras bibliotecas onde estao
implementados os modelos para a agregacao, a quebra, o crescimento e a nuclea-
cao de particulas. Na Figura [6.1] é apresentada uma representacao simplificada da

estrutura comentada.
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Capitulo 7
Resultados e Discussao

Primeiramente, na Seg¢do sao apresentados e discutidos os resultados referen-
tes a inversao de momentos multivariados. Na sequéncia, avalia-se o Du@QMoGeM
(Se¢ao e a possibilidade de aplicagao do mesmo em simulagoes de balanco po-
pulacional multivariado e heterogéneo. Em sequida, na Secdo apresentada-se a
simulagcao de um problema de balanco populacional monovariado heterogéneo e sua
comparacao com dados experimentais. Por fim, os resultados de dois casos ficti-
ci08, um envolvendo balanco populacional multivariado heterogéneo e outro usando
uma funcao distribuicao complexa, sio apresentados nas Segoes[7.4) e respecti-

vamente.

7.1 Inversao de Momentos Multivariados

Os resultados apresentados nesta secao foram publicados no trabalho de FAVERO
et al. [211].

7.1.1 Procedimento Numeérico

Os métodos para inversao de momentos multivariados apresentados nos Capitulos
e [0] sao aplicdveis em PDFs h-variadas. Contudo, por razoes de simplicidade,
somente PDF's bivariadas serao analisadas neste trabalho.

O procedimento usado pode ser resumido nos seguintes passos:
(i) Especificou-se uma PDF normalizada a duas variaveis, definidas por 1 e x3;
(ii) Calcularam-se os momentos da PDF usando o software MAPLE v.12 [257];
(iii) Obteve-se a quadratura bidimensional por algum dos métodos apresentados;

(iv) Os pontos de quadratura obtidos foram usados para reconstruir os momentos

até quinta ordem e entao calculou-se os erros associados ao procedimento de
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mnversao.

Os métodos para inversao de momentos multivariados foram implementados em
linguagem C. Para a inversao de momentos monovariados usou-se o pacote ORTHO-
POL [258]. A rotina de SVD, usada para encontrar a matriz de transformagao de
Hotelling, e a rotina para calcular a decomposi¢ao de Cholesky foram obtidas de
PRESS et al. [259]. A solugao dos sistemas lineares de equagoes foi feita usando
o método de eliminagdo Gaussiana obtido de PINTO e LAGE [169]. A aplicacao
do método JADE foi feita usando uma versao adaptada do cédigo desenvolvido por
CARDOSO [260] e o algoritmo CuBICA descrito em BLASCHKE e WISKOTT
[231] foi implementado em C. Uma tolerancia de 107 foi estabelecida no algoritmo
de Jacobi usado pelos métodos JADE e CuBICA para diagonalizacao dos tensores
de cumulantes.

A determinagao da quadratura bidimensional por otimizagao nao-linear foi feita
usando o pacote NLOpt [261]. Para a otimizagao nao-linear em questao deve-se usar
preferencialmente um algoritmo de busca global. O algoritmo com cédigo NLOPT_-
GN_CRS2_LM foi o que apresentou os melhores resultados nos testes feitos. Este,
por sua vez, ¢ um algoritmo de busca global que dispensa o fornecimento das deri-
vadas da fungao objetivo (GN - Global Not derivative). O principio deste método
de otimizagao é fazer uma busca randémica controlada e com mutagao local (CRS -
Controlled Random Search, LM - Local Mutation) [262], 263]. O método permite res-
tricoes de limites superiores e inferiores para as variaveis e aceita que seja fornecida
uma estimativa inicial para ser usada como um dos pontos da populacao.

O NLOpt também permite usar um algoritmo de otimizacao local posteriormente
a um de busca global, para o caso de refinamento de solucao. Para a etapa de oti-
mizacao local usou-se o algoritmo BOBYQA [264], que é um algoritmo que suporta
restricoes e dispensa o fornecimento das derivadas da funcao objetivo.

O critério de parada da otimizacao ¢é satisfeito quando as tolerancias absolutas
e relativas, tanto para os valores das variaveis quanto para a fungao objetivo, sejam
menores que 107! ou seja atingido o nimero méximo de avaliacoes, 5 x 10%. A
populacao inicial usada no algoritmo NLOPT_GN_CRS2_LM foi de 150 x (3N + 1)
e limitou-se a regiao de busca para valores de abscissas entre 0 < x; < 10 e para
pesos entre 0 <w; <1l,7=1,..., N.

Todos os calculos foram feitos em precisao dupla e foi usado o compilador GNU
GCC 4.6.3 numa maquina Intel i7-2600K com sistema operacional Linux. O tempo
computacional usado pelo método de otimizagao nao-linear foi obtido numa tnica
rodada. J& os tempos dos métodos DCPM, PCA, TPM, ICA e CQMoM foram
calculados pela média de 10° rodadas sequenciais. Os tempos de CPU apresentados

nao consideram o tempo usado no célculo dos momentos da distribuigao.
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Tabela 7.1: Distribuigoes usadas para avaliar os métodos de inversao de momentos mul-

tivariados.
g(@1,22) Eq.
exp [— (2.5v2(z1 — :Ug))2 — (0.5v2(z1 + 22) — S)QJ (7.1)
exp [—exp(—z1 + 5) —exp(—z2 + 5) + z1 + y2 — 10] (7.2)

2exp [—(2z1 — 4)? — (z2 — 6)?] + 2exp [—(z1 — 3)? — (z2 — 4)?]
+exp [— (21 —4)? — (22 — 7)) (7.3)

2exp [ — |z1 + @2 — 10| — |225 — 9] + exp [~ (621 — 4w — 60)? — (z2 — 8)?] (7.4)

exp [ — (21— 3)%2 — (w3 — 3)2] + exp [ — (21— 3)% — (w2 — 5)2]
+3exp[—(z1 = 7)2 = (z2—5)%] + Jexp [ — (z1 — 7)* — (w2 — 7)?] (7.5)

exp [—(z1 — 6)% — (3z2 — 7)*] + exp [~ (321 — 9)% — (22 — 6)7] (7.6)

7.1.2 Definicoes

Na Tabela sao definidas as distribuigoes, g(xi,z3), usadas. As distribuicoes

foram normalizadas da seguinte forma:

g(xla x2)
fO fO 1]1,.732 dl’l dl’g

f(z1,29) = (7.7)

Na Figura[7.1] sao ilustradas as PDFs definidas na Tabela

Os resultados foram organizados em trés secoes. Primeiramente, os resultados
obtidos com os métodos DCPM, PCA, ICA e CQMoM sao comparados para o
caso de 2 x 2, 3 x 2, 2 x 3 e 3 x 3 pontos de quadratura. O TPM foi aplicado
somente para obtencao de quadraturas de 3 x 3 pontos, tendo em vista que ele é
equivalente a PCA para quadraturas de 2 x 2 pontos. Tanto o TPM como o CQMoM
foram aplicados para as duas permutagoes possiveis de variaveis. Em seguida, sao
apresentados os resultados para a PCA e a ICA combinadas com o CQMoM e, por
fim, sao apresentados os resultados obtidos usando otimizacao nao-linear.

O erro quadratico médio relativo e cumulativo dos momentos reconstruidos foi
calculado usando a Equacao [7.8 onde u é o valor analitico do momento, p™ é
o valor do momento recuperado, O corresponde a ordem do momento bivariado e

Noom € a quantidade total de momentos até a ordem analisada.

O O k rec 2
Z (Mkl Mg ) (7.8)

oM k=0 1=0
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Fungdes densidade de probabilidade: (a) distribuicao Gaussiana rotacionada
(Eq. (7.1)), (b) distribui¢do de Gumbel (Eq. (7.2)), (c) distribui¢ao multi-
modal com modos platictirticos e mesoctrticos (Eq. (7.3)), (d) distribuicao
bimodal com modos leptocitirtico e mesoctrtico (Eq. (7.4)), (e) distribuicao

multimodal Gaussiana (Eq. (7.5))) e (f) distribuigdo bimodal com modos
platicirtico e mesocirtico totalmente separados (Eq. (7.6)).
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7.1.3 Comparacao entre DCPM, PCA, ICA, TPM e CQ-
MoM

O DCPM, PCA, ICA, TPM e CQMoM foram aplicados para todas as distribuigoes
apresentadas na Tabela [7.1, Ambos JADE e CuBICA foram usados para a ICA,
porém os resultados obtidos com o ultimo foram melhores e, dessa forma, somente

os resultados usando CuBICA sao apresentados.

Distribuicao Gaussiana rotacionada

A distribuicao Gaussiana rotacionada em 45° é mostrada na Figura e corres-
ponde a Equacao[r.1I]da Tabela[7.1] Essa distribui¢ao ¢ interessante de ser analisada
porque suas variaveis sao correlacionadas.

O logaritmo de base 10 do erro cumulativo para cada um dos métodos esta
mostrado na Tabela [7.2] Como pode ser visto, o método DCPM néao consegue bons
resultados por nao considerar a correlagao existente entre as varidveis. Aumentando-
se o0 nimero de pontos de quadratura nao melhora em nada o resultado. Nesse caso,
percebe-se claramente a limitacao do DCPM e também verifica-se que é necessario
considerar a informagao dos momentos mistos.

Por outro lado, a PCA e a ICA obtiveram resultados muito bons. Isso porque
ambos os métodos aplicaram uma rotacao no sistema de coordenadas, descorrela-
cionando as variaveis antes de aplicar a inversao unidimensional. Esses métodos
obtiveram quadraturas de 2 x 2, 3 X 2 e 2 X 3 que recuperaram com acuracia mo-
mentos até 3% ordem. Para 3 x 2 e 2 x 3 pontos de quadratura, os momentos até
42 e 52 ordem foram razoavelmente bem reconstruidos. Usando uma quadratura de
3 x 3 pontos, todos os momentos até 5* ordem foram reconstruidos com acurdcia.
As quadraturas obtidas pela PCA e ICA sao praticamente iguais. Os resultados do
método TPM foram similares aos obtidos pela PCA e ICA.

O CQMoM apresentou problemas com conjunto nao-realizavel de momentos para
os casos onde um mesmo numero de pontos de quadratura foi usado para ambas as
variaveis. Nos casos onde N; # Nj, os resultados do CQMoM, para ambas as
permutacoes de varidveis, foram similares aos obtidos com a PCA ou a ICA.

A Figura mostra a localizacao das abscissas obtidas pela PCA e o CQMoM.

O tempo de CPU para os métodos analisados aumentou na seguinte ordem:
CQMoM, PCA, TPM e ICA. Esse comportamento foi observado em todas as distri-
buigoes analisadas neste trabalho. O elevado custo computacional da ICA, quando
comparada a PCA, pode ser atribuido a necessidade de etapas adicionais de pré-

processamento e a execugao dos cédlculos relacionados ao algoritmo CuBICA.
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Tabela 7.2: Erro cumulativo log(ep) da reconstrugdo dos momentos da distribuigao
Gaussiana rotacionada (Eq. (7.1)) para momentos até uma dada ordem,
O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método loger logea loges loges loges | CPU (us)
DPCM . | 1599 —211 —1,76 —153 —1,35 0.8
PCA (5.2 —15,5 —15,51 —14,09 —-3,38 —2,74 2,3
ICA (5,2 15,71 —1573 —14,10 -339 274 | 11,0
CQMOM?QZEE) momentos condicionais ndo-realizdveis —
CQMOME'XX;) momentos condicionais nao-realizdveis —
DPCM | -1560 —211 —176 —153 -135| 14
DPCM)((Q“XX;) —-1549 -=-2/11 —1,76 —-1,53 —1,35 1,3
PCA%’;Q’S) -15,55 —15,56 —14,09 —6,18 —5,69 6,9
PCA%’QI’Xy;) -16,14 -16,29 —-14,10 —-3,38 —2,74 7,4
ICA{;Q’% —15,78 —15,58 —14,10 —-3,39 —2,74 11,2
ICAYY: 1535 —1541 —1410 —6,18 —570| 11,1
CQMOME'XXQ) -16,01 —-15,73 —1576 —536 —4,75 2,8
CQMOM)(E'XX;) -16,01 —-15,73 —1576 —536 —4,75 2,9
DPCMs,5 | —1531 —211 —1,76 —153 —1,35 1,8
PCA 3.3 —15,68 —15,80 —14,10 —13,84 —13,66 7.9
ICA (343 —15,22 —15,25 —14,10 -—-13,84 —13,67 12,1
TPM’{;'X%) -16,01 —16,06 —16,01 —12,66 —12,16 8,3
TPM; % ~16,01 —16,05 —16,01 —12,66 —12,16 8.3
CQMOM’(?'XX;) momentos condicionais nao-realizaveis —
CQMOMEE(;) momentos condicionais ndo-realizdveis —
log[f(x,, X,)] log[f(x,, X,)]
° [pcame 00 © [oM 32 - 00
501 }Zﬁijjj 2.0 5 [OMa-3x2 20
PCA-3x3 v
4 -4.0 4 -4.0
<! <!
3| -6.0 3 -6.0
2 -8.0 2 -8.0
1 —— 41100 1 ——— =100
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
X1 X1

Figura 7.2: Localizacao das abscissas para a distribuicdo Gaussiana rotacionada (Eq.
obtidas por (a) PCA e (b) CQMoM.
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Tabela 7.3: Erro cumulativo log(ep) da reconstrugdo dos momentos da distribuigao de
Gumbel (Eq. (7.2))) para momentos até uma dada ordem, O, usando PCA,
ICA, TPM e CQMoM.

Método loge; loges loges loges loges | CPU (us)
DPCMy,., | —1544 —1470 —1457 —264 —201 0,8
PCA 5,5 —oo* 1633 —237 —185 —1,50 2.3
ICA (5,2) 15,63 —1564 —1471 264 —201| 11,1
CQMoMGy | —1604 —1610 —1478 2,64 —2,01 1,9
CQMoMpls | —1604 —1610 —1478 —264 —2,01 1,7
DPCM)(E’XX;) —15,55 —14,66 —14,51 —2,79 —-2,16 1,3
DPCM)((Qlfg) —15,54 —14,67 —14,52 —2,79 —2,16 1,2
PCAY}Y ~15,95 —1592 -237 —18 —1,53 6.8
PCA}Y: ~15,19 1520 -2,37 —187 —1,52 7.1
ICA};, 1589 —15,65 —1470 —2,79 —216| 11,1
ICAY; ~15,80 —1576 —1470 —279 —216| 114
CQMoMy" | ~1542 —1549 1550 -279  -216 2.9
CQMoM’(‘g'X’g) 1542 —1549 —1550 —279 —2.16 2,7
DPCM5,5 | —14,99 —14,60 —1446 —1445 —14,43 1,6
PCA 3,3 —15,19 —1518 -237 —188 —155 7.4
ICA (3,3 16,04 —16,10 —14,69 —14,10 —13,89 | 12,1
TPM: _15,89 —1566 —1563 —14,79 —13.86 7.9
TPM; ) ~15,80 —15,66 —1563 —14,79 —13,86 | 7.9
CQMOM}&;E{;) —15,69 —15,38 —15,37 —14,90 —14,03 3,9
CQMoM;l | ~15.60 1538 1537 1490 —14,03 3,8

* Atingiu a precisao de calculo da maquina.

Distribuicao de Gumbel

A Figura mostra a distribuicao de Gumbel, como é conhecida na literatura,
sendo representada pela Equacao da Tabela[7.I] Diferentemente da distribuigao
Gaussiana, as estatisticas de alta ordem sao necessarias para sua representacao. Os
erros cumulativos de inversao dos momentos sao mostrados na Tabela [7.3| para cada
um dos métodos analisados. Como pode ser visto nesta tabela, o DCPM conseguiu
bons resultados para este caso, mostrando que nao é necessario transformacao de
coordenadas. Os resultados da PCA nao sao acurados para os momentos acima
de 2% que pode ser explicado pelo fato que o sistema de coordenadas principais
encontrado pela PCA estar rotacionado de 45° em relagao ao sistema de coordenadas
originais. Apesar de no sistema de coordenadas principais as varidveis estarem
descorrelacionadas, existem efeitos de dependéncia nos momentos de alta ordem,
explicando os resultados ruins obtidos pela PCA para os momentos de ordem elevada.

A ICA nao aplica rotacao alguma sobre o sistema de coordenadas, conseguindo
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log[f(x,, X,)] log[f(X,, X,)]

16 0.0 16 0.0
PCA-2x2 o ICA-2x2 o
14 PCA-3x2 © 14 ICA-3x2 ©
PCA-2x3 = 2.0 ICA-2x3 = 2.0
12 PCA-3x3 Y 12 ICA-3x3  ~
1
Lo V 4.0 10 Ly 4.0
2
x 8 X 8
-6.0 -6.0
6 6
-8.0 -8.0
4 4
2 42100 2 o100
2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14

Figura 7.3: Localizagao das abscissas para a distribuigdo de Gumbel (Eq. obtidas
por (a) PCA e (b) ICA.

acuracia de 32 e 5 ordem para 2 x 2 e 3 x 3 pontos de quadratura, respectivamente.
Em outras palavras, essas quadraturas inverteram com acuracia todos os momentos
que foram utilizados na sua determinacao. Este exemplo mostra que a ICA pode,
como neste caso, conseguir resultados melhores que a PCA.

Os resultados do TPM e do CQMoM sao similares aos obtidos pela ICA para
todas as quadraturas avaliadas.

Na Figura é ilustrada a localizacao das abscissas obtidas pela PCA e ICA.
Percebe-se que a ICA distribui pontos de quadratura em direcoes ortogonais dife-
rentes das obtidas pela PCA.

Distribui¢gao multimodal - modos mesocirtico/platicirtico

Este exemplo considera a distribuigdo dada pela Equagcao [7.3] da Tabela [7.1] sendo
composta por modos platicirticos e mesoctrticos como pode ser visualizado na Fi-
gura |7.1(c)

Os erros cumulativos da inversdo sao apresentados na Tabela [7.4 Para esta
distribuicao o DCPM consegue reproduzir corretamente somente os momentos até
primeira ordem. A PCA, a ICA e o CQMoM conseguiram quadraturas de 2 X
2 pontos que reproduzem bem todos momentos até 2* ordem. Um aumento na
quantidade de pontos de quadratura nao traz melhoras significativas aos resultados
obtidos pela PCA e ICA. Neste caso, as direcoes obtidas pela ICA sao nao-ortogonais,
mostrando a flexibilidade adicional da ICA em relagao a PCA.

Por outro lado, a quadratura de 3 x 3 pontos obtida pelo TPM conseguiu 3% ordem
de acuracia, sendo mais acurada que a PCA e a ICA. Cabe lembrar que a localizacao
das abscissas obtidas pelo TPM sao iguais as da PCA, contudo, recalculando os
valores dos pesos o método conseguiu aumentar a acuracia da quadratura.

Os resultados obtidos com o CQMoM sao ainda melhores, conseguindo 3% ordem
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Tabela 7.4: Erro cumulativo log(ep) da reconstru¢ao dos momentos da distribuigao mul-
timodal com modos mesocurticos e platicurticos (Eq. (7.3])) para momentos
até uma dada ordem, O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método loge; loges loges loges loges | CPU (us)
DPCMy, | —1538 —2,18 —1,76 —147 —1,26 1,0
PCA (5,9) 15,56 —15,55 —237 —1.85 —1,52 2,4
ICA(QXQ) —15,33 —15,35 =2,77 =235 —=2,04 11,3
CQMoM’(‘g‘X"g) 15,60 —15,63 —2,56 —2,09 —1,74 1,9
CQMoM(,’% | —1601 1560 2,72 -225 —188| 1,9
DPCM)&;Q{;) —15,15 —2,18 -1,76 —1,47 —1,27 1,3
DPCM)({%Q?) —-16,07 —2,18 -1,76 —-147 —1,27 1,3
PCAY;: —oo*  —1631 -237 -185 —153| 69
PCAYY: 16,19 —16,3¢ -237 —1.87 —1,56 6,9
ICAY; ) ~15,74 —1571 —277 -234 -2,01 11,5
ICA}Y: 1527 —1526 —2,77 —230 —1,99 11,5
CQMoM’(‘g‘X’;) 1551 —15,58 —15,61 —3,10 —2,55 2,8
CQMoM’(‘g‘X";) 15,56 —15,53 —1555 —2,77 —2,21 2,7
DPCM;,3 | —1538 —218 —1,76 -148 -127| 16
PCA 3,3 15,67 —1571 —237 —1.88 —1,57 7,2
ICA(3X3) —15,54 —15,51 =2,77 —2,29 —-1,97 12,2
TPM’(;‘X";) 1597 —15,82 —15,68 —3,66 —3,14 8,0
TPMEE(;) —-1597 —-1598 —1590 -—-3,70 —-3,13 7,9
CQMOM’(‘g‘X"g) 1517 —15,28 —15,37 —3,77 —3,30 3,8
CQMoM’{g‘X"g) 15,84 —1595 —15,79 —3,78 —3,25 4,1
* Atingiu a precisao de cédlculo da méquina.
log[f(X,, X,)] log[f(X,, X,)]
0.0 10 0.0
1
\/ 2.0 8 ' 1Z 2.0
Yz
-4.0 6 -4.0
S
PCA-2x2 © 6.0 4 ICA2x2  © 60
PCA-3x2 = ICA-3x2 =
PCA-2x3 = -8.0 2 ICA-2x3 = -8.0
PCA-3x3  ~ ICA-3x3  ~
100 0 o100
0 2 4 6 8 10 12 2 6 8 10 12

Figura 7.4: Localizacao das abscissas para a distribuicdo multimodal com modos meso-
cirticos e platicurticos (Eq. obtidas por (a) PCA e (b) ICA.
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de acuracia com quadraturas de 6 pontos. A quadratura de 3 x 3 pontos nao mos-
trou um aumento consideravel na reconstrucao dos momentos de alta ordem. Esse
caso mostra que o CQMoM consegue resultados bons para os casos onde nao existe
problemas relacionados a momentos nao-realizaveis.

Na Figura [7.4] é ilustrada a localizagao das abscissas obtida pela PCA e ICA.

Como pode ser visto, a ICA encontra dire¢oes nao-ortogonais para este caso.

Distribuigao bimodal - modos mesocurtico/leptocirtico

Este exemplo considera uma distribuicao do tipo bimodal, porém, cada um dos
modos é representado por uma funcao com propriedades estatisticas diferentes, con-
forme a Equacgao da Tabela e ilustrado pela Figura Na Tabela
sao mostrados os erros cumulativos da reconstrucao dos momentos. Fica claro que
o DCPM produz resultados ruins neste caso. A PCA e a ICA geram quadraturas de
2 x 2 pontos que sao de 22 ordem de acurdcia. Neste caso também se percebe que
as diregoes encontradas pela ICA, Figura , diferem das encontradas pela PCA
Figura . O TPM nao conseguiu obter quadraturas de 3 x 3 pontos, visto que
na solucao do sistema linear para determinagao dos pesos obteve-se solugao negativa
para ambas as permutacgoes possiveis das variaveis.

O CQMoM apresentou problemas com conjuntos de momentos nao-realizaveis
para algumas permutagoes de varidveis. Porém, nos casos onde nao se teve problemas
desse tipo, as quadraturas de 6 e 9 pontos conseguiram 3% ordem de acurdcia. Os

pontos de quadratura obtidos pelo CQMoM sao mostrados na Figura |7.5(c)|

Distribuicao multimodal Gaussiana

A Equacao da Tabela representa a distribuicao multimodal Gaussiana mos-
trada na Figura . Os erros cumulativos da reconstru¢ao dos momentos sao
mostrados na Tabela[7.6, O DCPM encontrou quadraturas de somente primeira or-
dem de acurdcia. A PCA e a ICA conseguiram quadraturas de 2% ordem de acurdcia,
contudo, os resultados obtidos pela ICA para os momentos de 3% ordem sao apro-
ximadamente uma ordem de magnitude mais acurados que os obtidos pela PCA. O
TPM conseguiu quadraturas de 3* ordem para ambas as permutacoes de varidveis.

Com o CQMoM obteve-se quadraturas de 6 e 9 pontos com 22 e 32 ordem de
acuracia, respectivamente. Por outro lado, a quadratura de 9 pontos nao foi possivel

devido ao problema de conjunto de momentos condicionais nao-realizaveis. As Fi-

guras|7.6(a)} [7.6(b)|e|7.6(c)| mostram os valores de abscissas obtidas com os métodos

PCA, ICA e CQMoM, respectivamente.

98



Tabela 7.5: Erro cumulativo log(ep) da reconstrucao dos momentos da distribui¢ao bi-
modal com modos mesocirtico e leptocurtico (Eq. (7.4)) para momentos até
uma dada ordem, O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método loge;  loges loges loges loges | CPU (us)
DPCMy,5 | -1602 —191 —153 —1,26 —1,05 0,9
PCA (5,5 ~15,72 1570 213 —1,64 —1,33 2,3
ICA (5.3 1591 —15,75 2,63 -2,10 —1,70 | 112
CQMoM(;%, | —1554 —1559 —3,26 —237 —186| 1,7
CQMOM}(;‘:;) momentos condicionais ndo-realizdveis —
DPCM)&;?{;) —-1548 —191 -1,53 —-1,26 —-1,04 1,3
DPCMy | —1585  —191 —153 —126 —104| 12
PCALY 15,80 —15,86 —213 —1,66 —1,36 6,9
PCALY 1558 —15,62 —213 —1,65 —1,34 6,9
ICAT ~1598 —15.85 263 -210 —1,71| 115
ICAT 15,32 —1521 2,63 -229 —199| 11,5
CQMOM)((BZ‘X);) momentos condicionais ndo-realizdveis —
CQMoM}; % | —1572 —1581 —1555 —258 —2,01 2,7
DPCM 3,3 | -1542 1,91 153 —126 —1,04 1,6
PCA 3.3 1551 —1546 —213 —1,66 —1,36 7.3
ICA(3X3) —15,48 —15,49 —-2,63 —2,28 —2,04 12,1
TPM?;‘XX é) pesos negativos —
TPME‘: §) pesos negativos —
CQMOM?;L:( é) momentos condicionais nao-realizaveis —
CQMoMg‘X"g) 16,02 —15,86 —1577 —4,02 —343 40
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Figura 7.5: Localizacao das abscissas para a distribuicao bimodal com modos mesoctr-
tico e leptocurtico (Eq. obtidas por (a) PCA, (b) ICA, (c) CQMoM, (d)
PCA-CQMoM, (e) ICA-CQMoM, (f) PCA-Otimizacao usando momentos
até 4* ordem e 6 pontos de quadratura.
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Tabela 7.6: Erro cumulativo log(ep) da reconstrugao dos momentos da distribuigado mul-
timodal Gaussiana (Eq. (7.5)) para momentos até uma dada ordem, O,
usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método loge; loges loges loges loges | CPU (us)
DPCM|59) —o0*  —-148 -1,16 —-0,96 —0,82 0,9
PCA (3,2 ~1596 —16,00 —2,63 -2,19 —1,86 2.4
ICA(2><2) —-15,69 —1559 3,78 —2,55 —2,03 11,2
CQMoMg!y | 1576 —1565 —3,13 —245 —1,99 | 18
CQMoM[,’ | —1579 -1572 272 -213 -172| 18
DPCM; | —1554 —148 —116 —096 —0,83 1,2
DPCM’(EQ{:;) —-1525 —-1,48 —-1,16 -0,96 —0,83 1,2
PCA%’;Q/;) —-15,38 —15,38 —-2,63 —2,31 —-2/15 7,0
PCAE%) -1596 -16,00 —-2,63 —-2,18 —-1,86 7,0
ICA@’X}';) —-15,42 —-15,35 —3,78 —2,57 —-2,05 11,2
ICA%E%) —-15,24 —-15,29 3,78 —-3,07 —2,62 11,3
CQMoM’gg‘X’g) 1557 —15,57 —1554 —3,06 —2,56 2.6
CQMoM(; % | —15,28 1541 —1548 —279 —228| 26
DPCM 3,3, -15,16 —-1,48 —-1,16 -0,96 —0,83 1,5
PCA 3.3 —-15,32 —-1537 —-2,63 —2,30 —2,13 7,3
ICA(3X3) —-15,28 —15,22 3,78 —-3,53 —3,39 12,3
TPM; ~15,77 —15,79 —1571 -2,63 —2,06 | 80
TPME:{;) —15,93 —15,78 —15,73 —-3,10 —2,56 7,9
CQMOM)&Q‘; é) momentos condicionais ndo-realizdveis —
CQMOM)&‘; §) momentos condicionais nao-realizdveis —

* Atingiu a precisao de cédlculo da méquina.
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Figura 7.6: Localizacao das abscissas para a distribuigdo multimodal Gaussiana (Eq.
obtidas por (a) PCA, (b) ICA, (¢) CQMoM, (d) PCA-CQMoM, (e)
ICA-CQMoM, (f) PCA-Otimizagao e PCA-CQMoM-Otimizagao usando mo-
mentos até 4* ordem e 6 pontos de quadratura.
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Tabela 7.7: Erro cumulativo log(ep) da reconstrucao dos momentos da distribui¢ao bi-
modal com modos totalmente separados (Eq. ([7.6])) para momentos até uma
dada ordem, O, usando PCA, ICA, TPM e CQMoM.

Método loge; loges loges logey loges | CPU (us)
DPCM,, | -1591 —1,15 —0,79 —052 —0,30 0,9
PCA (5, 15,75 —15,90 —240 —1,99 —1,72 2.4
ICA 3,2 1577 -15,81 -233 —197 —1,73| 11,1
CQMOM)(E'XX%) momentos condicionais nao-realizaveis —
CQMOM)&';;) momentos condicionais nao-realizdveis —
DPCM)(E;TS) —-1544 -1,15 -0,79 -0,52 —0,30 1,2
DPCMy | 1535 —115 —0,79 —0,52 —0,30 1,1
PCAY;": ~1515 —15,16 —240 —1,99 —1,73 6,9
PCAJY: 1527 —1524 —240 —1,99 —1,72 6,9
ICA%’:;’XYS) —15,75 —1583 —-233 —-1,97 -1,73 11,3
ICA@’X}E) —o0* -16,16 —-2,33 —-1,97 -1,73 11,4
CQMOM)((;L)E) momentos condicionais ndo-realizdveis —
CQMOM)&E{;) momentos condicionais nao-realizdveis —
DPCM 33 —-15,0r -1,15 -0,79 -0,52 —0,30 1,5
PCA 3.3 14,95 —14,96 —240 —1,99 —1,73 7.3
ICA (3,3 1554 —1552 -233 —197 —1,73| 12,3
TPM)((;LX é) pesos negativos —
TPM)&LX §) pesos negativos —
CQMOM)((;E{:;) momentos condicionais nao-realizaveis —
CQMOMEE{;) momentos condicionais ndo-realizdveis —

* Atingiu a precisao de calculo da maquina.

Distribuicao bimodal com modos separados

A Figura mostra a distribui¢ao bimodal com modos mesocturtico e platicirtico
totalmente separados, correspondendo a Equacao da Tabela[7.1] Os erros cumu-
lativos da reconstrugao dos momentos sao apresentados na Tabela [7.7 Novamente,
o método DCPM obteve quadraturas com acurdcia de primeira ordem enquanto a
PCA e a ICA conseguiram quadraturas com 2% ordem de acurédcia. As Figuras
e mostram os valores das abscissas obtidas pela PCA e ICA, respectivamente.
O TPM nao conseguiu uma quadratura de 3 X 3 pontos com pesos nao-negativos.
O CQMoM nao conseguiu obter nenhuma das quadratura analisadas para esta
distribuicao devido a problemas relacionados com conjunto de momentos nao-

realizdveis. Este é um exemplo em que o CQMoM falha completamente.
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Figura 7.7: Localizacao das abscissas para a distribuicao bimodal com modos totalmente

separados (Eq. obtidas por (a) PCA, (b) ICA, (c) PCA-CQMoM, (d)
ICA-CQMoM, (e) PCA-Otimizacao usando momentos até 3* ordem e 4 pon-
tos de quadratura e (f) PCA-CQMoM-Otimizagao usando momentos até 4*
ordem e 6 pontos de quadratura e PCA-Otimizagao usando momentos até
42 e 9 pontos de quadratura.
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Tabela 7.8: Erro cumulativo log(ep) da reconstrucao dos momentos da distribui¢ao bi-
modal com modos mesocirtico e leptocirtico (Eq. ([7.4]))) para momentos até
uma dada ordem, O, usando PCA-CQMoM e ICA-CQMoM.

Método loge; loges loges loges loges | CPU (us)
PCA-CQMoM;l} | ~1580 —1581 -227 -175 —141 3,9
PCA-CQMoM2 | 1542 —1536 -240 -188 -156 3,9
ICA-CQMOM@%'XYQ) ~16,02 —1585 —349 -239 —1.85 8,4
ICA-CQMoM;"; | ~1581 -1579 -267 -211 -170| 83
PCA-CQMoM:l, | 1598 —1603 —1549 3,29 —281 8,1
PCA-CQMoM; | ~1528 ~1520 1531 -284 -240| 7.9
ICA-CQMoM:Y) | —1542 —1543 —1542 —244 —189| 141
ICA-CQMoM}%; | —1536 —1540 —1541 —294 —232| 142

7.1.4 Resultados para PCA-CQMoM e ICA-CQMoM

O objetivo dessa analise é verificar se os problemas do CQMoM relacionados a ob-
tencao de conjunto de momentos nao-realizaveis podem ser eliminados ou ao menos
atenuados através das transformagoes de coordenadas obtidas pela PCA ou ICA.
Visto que é necessario todo o conjunto de momentos até uma dada ordem para
transformar um momento da mesma ordem, somente as quadraturas de 4 e 6 pontos
podem ser geradas pela combinacao de métodos usando os momentos de até quinta
ordem. Sendo assim, somente essas quadraturas serao consideradas para avaliar o
desempenho dos métodos combinados e serao mostrados apenas os resultados para
as trés ultimas distribuicoes da Tabela

Distribui¢ao bimodal - modos mesoctrtico/leptocurtico

A Tabela mostra os erros cumulativos correspondentes a reconstrucao dos mo-
mentos da distribuicao ilustrada na Figura [7.1(d)}] Como pode ser visto, a transfor-
macao dos momentos para as coordenadas da PCA e da ICA eliminou os problemas
relacionados a momentos nao-realizaveis encontrados anteriormente pelo CQMoM
usando o sistema original de coordenadas (Segao e Tabela .

Similarmente aos casos onde o CQMoM havia sido aplicado com sucesso, as
quadraturas de 2 x 2 e 3 X 2 pontos reconstruiram acuradamente todos os momentos
de até segunda e terceira ordem, respectivamente. Dessa forma, a robustez do

CQMoM foi aumentada sem perda de acuracia.

As Figuras [7.5(d)| e [7.5(e)| ilustram os valores das abscissas obtidas usando a
PCA-CQMoM e ICA-CQMoM, respectivamente. Fica claro que, diferentemente dos
resultados da PCA e ICA, as abscissas nao sao colocadas em direcoes paralelas as
coordenadas da PCA ou da ICA.
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Tabela 7.9: Erro cumulativo log(ep) da reconstrucao dos momentos da distribuigado mul-
timodal Gaussiana (Eq. (7.5)) para momentos até uma dada ordem, O,
usando PCA-CQMoM e ICA-CQMoM.

Método loge; loges loges loges loges | CPU (us)
PCA-CQMoM;l} | —oc* —1604 -2,63 219 —187| 40
PCA-CQMoM2 | ~1590 1580 -361 -254 —2,02 4,0
ICA-CQM0M§;'321) ~15,79 —15.83 —5,65 —257 —2,04 8,4
ICA-CQMoM;"; | ~1560 -1552 379 -254 -202| 84
PCA-CQMoM ;R [ 15,69 1567 1559 274 —222 7.8
PCA-CQMoM; | ~1526 —1527 1527 -257 -203| 7.9
ICA-CQMoM:) | 1590 1590 —1566 -258 -205| 142
ICA-CQMoM;> | —1538 —1533 —1532 —3,11 —2,60 | 14.2

* Atingiu a precisdo de cédlculo da méaquina.

Distribuicao multimodal Gaussiana

Esta distribui¢ao ¢ dada pela Equagao [7.5] e representada pela Figura[7.1(e)] Como
foi mostrado na Secao [7.1.3, o CQMoM nao teve problemas com momentos nao-
realizaveis para a obtencao das quadraturas de 2 x 2 e 3 x 2 pontos. Pretende-se
mostrar aqui que o uso dos métodos combinados PCA-CQMoM e ICA-CQMoM
conseguem resultados similares ao CQMoM em casos onde nao existem problemas
com conjunto de momentos nao-realizaveis. Os erros cumulativos sao apresentados
na Tabela[7.9] Comparando esses resultados com os mostrados na Tabela[7.6| verifica-
se que os resultados obtidos apresentam acuracia similar.

As abscissas obtidas pela PCA-CQMoM e ICA-CQMoM sao mostrados nas Fi-
guras [7.6(d)| e [7.6(e)| respectivamente.

Distribuicao bimodal com modos separados

A Tabela[7.10]apresenta os erros cumulativos para a distribuigao dada pela Equagao
e ilustrada pela Figura[7.1(f)}] Quando aplicado no sistema original de coordena-
das, o CQMoM nao foi capaz de determinar nenhuma das quadraturas analisadas,
como descrito na Segao [7.1.3] Usando os momentos transformados pela PCA ou
ICA, o CQMoM conseguiu determinar a quadratura de 2 x 2 pontos com 22 ordem
de acurdcia. A quadratura de 3 x 2 pontos pode ser determinada somente para uma
das duas permutacoes de varidveis, sendo de 3* ordem de acurécia. Isso confirma
que os métodos combinados sao mais robustos que o CQMoM.

As abscissas obtidas por PCA-CQMoM e ICA-CQMoM sao mostradas nas Figu-

ras [7.7(c) e [7.7(d)| respectivamente. Esta claro que, diferentemente dos resultados

mostrados nas Figuras|7.7(a)|e[7.7(b)| todas as abscissas estao em regioes onde a dis-

tribuicao possui valores nao nulos. Os resultados obtidos por ambas as combinacoes
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Tabela 7.10: Erro cumulativo log(ep) da reconstrugdo dos momentos da distribuigao
bimodal com modos totalmente separados (Eq. (7.6])) para momentos até
uma dada ordem, O, usando PCA-CQMoM e ICA-CQMoM.

Método loge; loges loges loges loges | CPU (us)
PCA-CQMoM;l} | 1568 1563 -241 -199 —173 40
PCA-CQMoM2 | ~1591 1580 -315 -2,65 -2,33 4,0
ICA-CQMOM@%'XYQ) 15,86 —1589 —241 —206 —1,82 8,3
ICA-CQMoM}%2 | —1619 1608 -296 -249 -219 | 82
PCA—CQMOM“(V;'XE) momentos condicionais nao-realizdveis —
PCA-CQMoM};Y; | ~1541 1542 —1535 -3,18 -286 | 79
ICA-CQMOM@LYQI) momentos condicionais nao-realizdveis —
ICA-CQMoM,'s | 1558 1565 —1569 -3,19 —285 | 142

de métodos sao muitos similares para esta distribuicao.

7.1.5 Refinamento de Solugao usando Otimizacgao

Algoritmos de otimizacao local geraram resultados muito ruins para todos os casos
analisados neste trabalho. Isso mais a forte dependéncia associada ao chute ini-
cial, indicam a existéncia de solucao com multiplos minimos locais. Verificou-se que
mesmo para distribuicoes simples, como distribuicoes do tipo unimodal exponen-
cial, nao foi possivel resolver o sistema de equagoes nao-linear dado pela Equagao
.19 otimizando a Equacao Inversoes acuradas de momentos somente foram
conseguidas para problemas super-determinados e usando otimizacgao global. O al-
goritmo de otimizagao usado depende da geracao de uma populacao randomica e
verificou-se que um bom chute inicial, que corresponde a uma particula da popula-
¢ao, geralmente facilita a convergéncia. Dessa forma, os seguintes métodos hibridos
foram analisados: (i) a quadratura obtida pela PCA é usada como chute inicial na
otimizacao usando os momentos de até 3* ordem, chamada PCA-Opt? e (ii) as qua-
draturas obtidas pela PCA ou PCA-CQMoM foram usadas como chute inicial na
otimizacao usando os momentos de até 4% ordem, chamadas de PCA-Opt* e PCA-
CQMoM-Opt?, respectivamente. As mesmas distribuicoes usadas na Secao

serao usadas aqui também.

Distribui¢ao bimodal - modos mesocirtico/leptocurtico

Os erros cumulativos dos momentos reconstruidos estao mostrados na Tabela [.11l
Comparando os resultados das Tabelas [7.5] e percebe-se que a ordem de
acuracia da quadratura pode ser aumentada em alguns casos. A quadratura de 4
pontos obtida por PCA-Opt? possui 3% ordem de acurécia e a de 6 pontos obtida por
PCA-CQMoM-Opt* possui 4* de acuracia. Como pode ser visto na Figura
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Tabela 7.11: Erro cumulativo log(ep) da reconstrugdo dos momentos da distribuigao
bimodal com modos mesocirtico e leptoctrtico (Eq. (7.4])) para momentos
até uma dada ordem, O, usando otimizacao para momentos até 3% e 4%

ordens.
Método log €1 loges loges logeys loges | CPU (h)
PCA-Opt, 14,49 14,52 —1444 —244 —1,92 | 0,004
PCA-Opt, ., ~1556 —1550 —1560 —254 —201 | 021
PCA-Opt, 653 —667 —6,78 —333 —261 | 247"
PCA-Opt/,,, —869 —3,15 —309 —3,18 —240| 0,13
PCA-Opt/, . 9924  —411 —422 —431 -337| 064
PCA-Optl, ., 6,52 471  —48  —491 -320| 285
PCA-CQMoM"1"1-Optl, , | ~1475 1478 1460 1460 334 | 0,5

* Atingiu o nimero méaximo de avaliagoes da funcao objetivo.

minimas mudancas nos valores das abscissas foram necessarias para melhorar as
quadraturas obtidas pela PCA e PCA-CQMoM.

Entretanto, os resultados obtidos usando a PCA-Opt® para 2 x 3 pontos de
quadratura sao praticamente idénticos aos obtidos para 4 pontos de quadratura.
Os resultados obtidos por PCA-Opt? para o caso de 3 x 3 pontos de quadratura
apresenta acuracia baixa, mostrando elevados erros mesmo para momentos de baixa
ordem. A inclusao de momentos de 4% ordem na PCA-Opt* gerou quadraturas
de baixa acuracia, a qual reconstréi os momentos de baixa ordem com erros nao
despreziveis. A quadratura de 3 x 3 teve um elevado custo computacional e atingiu

o numero maximo permitido de avaliagoes da funcao objetivo.

Distribuicao multimodal Gaussiana

A Tabela mostra os erros cumulativos dos momentos para as quadraturas usa-
das.

A PCA-Opt? conseguiu novamente quadraturas de 4 pontos com 3% ordem de

Tabela 7.12: Erro cumulativo log(ep) da reconstrugdo dos momentos da distribuigao
multimodal Gaussiana (Eq. (7.5))) para momentos até uma dada ordem,
O, usando otimizacao para momentos até 32 e 4% ordens.

Meétodo log €1 loges loges logeys loges | CPU (h)
PCA-Opt?, 14,74 —1487 —14,74 -254 —1,99 | 0,0039
PCA-Opt, ., 1477  —-977 -983 —287 -—234| 158
PCA-Opt?, , 1419  —6,32  —6,25 286 -234 | 244"
PCA-Opt,, ., 1329 -301 -3,10 —3,12 -249| 0014
PCA-Opt,,, 12,83 12,98 —11,61 —11,34 -341 | 02
PCA-Optl, ., —1518 —7.69 —T758 —7.46 —377 | 2.84*
PCA-CQMoM"/"-Optl, , | ~1275 1014 —1002 —1011 307 | 048

* Atingiu o nimero méaximo de avaliagoes da funcao objetivo.
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Tabela 7.13: Erro cumulativo log(ep) da reconstrugdo dos momentos da distribuigao
bimodal com modos totalmente separados (Eq. (7.6])) para momentos até
uma dada ordem, O, usando otimizacao para momentos até 3* e 4* ordens.

Método loge; loges loges loges loges | CPU (h)
PCA-Opt?, ) ~15,68 —1504 —1507 —3,10 —2,66 | 0,0042
PCA-Opt};, 921 936 -947 335 -3,04| 1,55
PCA-Opt?, , 772 —6,16 —627 —3,09 -2,76 | 243"
PCA-Opt},,, 413 —428 —327 335 -283| 0,11
PCA-Opt(;,,, ~769 —623 —634 642 -370| 220*
PCA-Optl, , 12,51 —1229 —1212 —1221 —3,64 | 2,60
PCA-CQMoM>'P=-Optl, , | —1081 —1041 -1043 -1051 -357 | 164

* Atingiu o nimero méximo de avaliagoes da funcao objetivo.

acuracia. Bons resultados também foram obtidos usando ambos PCA-Opt?* e PCA-
CQMoM-Opt* para a obtencao de quadraturas de 6 pontos que possuem acuracia

de 42 ordem. A localizacao das abscissas sao mostradas na Figura [7.6(f)|

Distribuicao bimodal com modos separados

Na Tabela sao mostrados os erros cumulativos dos momentos reconstruidos.
Similarmente aos resultados obtidos na secao anterior a PCA-Opt? conseguiu uma
quadratura de 4 pontos com acuricia de 3% ordem fazendo apenas pequenas mudan-
cas nos valores das abscissas, como pode ser visto na Figura[7.7(e)|

Além disso, a PCA-CQMoM-Opt? conseguiu quadraturas de 6 pontos que pos-
suem basicamente acuricia de 4* ordem. As abscissas correspondentes sao mostradas
na Figura . Nota-se que todas as abscissas encontram-se em regioes onde a
distribuicao é nao-nula.

Para esta distribuicao, a PCA-Opt* obteve uma quadratura de 4% ordem

com 9 pontos de quadratura que é mais acurada que aquelas obtidas com PCA-
CQMoM? )€ PCA—CQMOM‘(‘SM).

(3x3

7.1.6 Conclusoes - Inversao de Momentos Multivariados

De forma geral, o método DCPM mostrou ser de primeira ordem de acuracia e os
métodos PCA e ICA conseguiram acuracia de segunda ordem. Contudo, a ICA
demostrou ser uma metodologia mais robusta e mais acurada que a PCA em alguns
casos. O método TPM conseguiu quadraturas de 9 pontos de terceira ordem de
acuracia. Contudo, ¢ um método pouco robusto. O CQMoM ¢ bastante acurado e
consegue reproduzir todos os momentos usados na inversao. Por outro lado, também
apresentou problemas relacionados a falta de robustez. Os métodos combinados ou
hibridos PCA-CQMoM e ICA-CQMoM herdaram a acuracia do CQMoM e foram

mais robustos.
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O uso de otimizacao global foi eficaz em aumentar a acuracia das quadraturas
obtidas pela PCA ou PCA-CQMoM. Porém, o elevado custo computacional envol-
vido faz com que essa estratégia sé seja aplicdvel em métodos de momentos diretos,
0s quais necessitam da inversao somente em sua inicializacao.

Dessa forma, percebe-se que o problema de inversao de momentos multivariados
¢ complexo e é bastante relevante na solucao de balanco populacional multivariado
usando métodos de momentos. O problema deixa de ser tao grave quando sao usados
métodos de momentos diretos, como o DQMoM ou DQMoM-FC, sendo essa uma

conclusao a ser considerada na hora da escolha do método a ser usado em simulagoes
PB-CFD.

7.2 Simulagoes usando o DuQMoGeM

Os resultados a seguir foram publicados no trabalho de FAVERO e LAGE [265] e
apresentados em LAGE e FAVERO [266].

7.2.1 Procedimento Numeérico

O célculo das integrais multidimensionais que aparecem nas Equagcoes e
foi feito usando uma rotina para integracao multidimensional adaptativa. Apds
alguns testes com algumas rotinas disponiveis na literatura, optou-se por usar a
rotina CUBATURE [267] pela sua eficiéncia e robustez. Essa rotina permite que se
especifique tolerancias globais relativa e absolutas para o cédlculo das integrais e usa
duas regras de cubatura entrelacadas com graus 5 e 7 propostas originalmente por
GENZ e MALIK [268]. Para a integracao unidimensional, essa rotina usa uma regra
de Gauss-Kronrod com 7 e 15 pontos de quadratura.

O sistema de equagoes diferenciais ordinarias dado pela Equagao [6.16]foi resolvido
usando a rotina DASSLC [269] com tolerancias relativas e absoluta iguais a 10712,
A base polinomial usada na Equacao foi a polinomial de Laguerre [0, 00) com

¥ e W(y) = e ¥ para ambas as varidveis e o pacote em

fungoes peso w(z) = e
FORTRAN conhecido como ORTHOPOL [258] foi usado para gerar os coeficientes
de recorréncia usados para calcular os polinomios até a ordem necessaria para cada
caso.

Todos os calculos foram executados em precisao dupla em uma maquina Intel
E5430 com 16GB de memoria RAM usando sistema operacional Linux e compilador
GNU versao 4.1.2. Os tempos de CPU que serao apresentados foram obtidos pela

média de 3 rodadas.
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7.2.2 Caso bivariado com Agregacao e Quebra - Caso
Teste 1

Considerando a Equacao [6.13 admitiu-se que as duas propriedades internas sao
aditivas, como por exemplo, a massa total da particula, x, e massa de um dos com-
ponentes, ¥y, em um sistema composto por dois componentes. Admite-se também a
quebra sendo bindria, uma frequéncia de quebra linear e uma frequéncia de agregagao

constante:
I(z,y) =2, V(z,y), blr,y)=2 e alz—2,y—1vy, 2 y)=01 (7.9)

A funcao densidade de probabilidade das filhas foi considerada uniforme em
relacao a massa da particula, mas a concentracao do soluto das particulas filhas é

igual a concentracao do soluto das particulas maes, ou seja:

/ / 1 / /:B
Play | 2f) = G~ (- ) (7.10)

xz

Admitindo que a solugao analitica da funcado distribuigao é dada por f(z,y,t) =

(2 — e Hzye *"Y o termo fonte necessdrio para satisfazer a PBE é:

S(z,y,t) = zye =Y {e‘t —(2—¢ [1—10(2 —eh) (%x%ﬁ - 1)

(7.11)
($2+y2+2$y+2$+2y+2 1)]}
+ 2z - =

3 + 3x%y + 3xy? + 3 2

Neste caso a funcao densidade de probabilidade é representada exatamente pe-
los seus primeiros dois termos da expansao polinomial, que podem ser representa-
dos pelos momentos generalizados dados por uz(f’q;) (t), i,7 = 0,1. Todos os ou-
tros momentos sao iguais a zero. Os momentos analiticos sao dados como sendo
ng”‘f’) (t) = (2 — e’t)ul(-j”&)(O) os quais fornecem a condicao inicial para a Equagao
6.16| como ¢;; = 1, 4,7 = 0,1. Para que nao se tenha interferéncia do termo fonte,
S(z,y,t), os momentos analiticos do mesmo foram calculados no software MAPLE
v.12 [257] e alimentados diretamente no cddigo.

Trés diferentes valores de tolerancias, 1072, 107 e 1077, foram usadas para
avaliar o acoplamento entre o DuQMoGeM e o pacote de integracao adaptativa. Foi
necessaria a especificacao de um critério de acuracia baseada na tolerancia absoluta
para proceder com a integracao adaptativa, visto que varias das integrais do termo
de agregacao e de quebra apresentam valor zero.

Na Figura [7.8] sao apresentados os resultado obtidos. Percebe-se pela Figura

7.8(a)| que os resultados obtidos para os momentos sao bastantes bons, mesmo para
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Figura 7.8: Resultados para o caso teste 1: (a) Momentos generalizados e os correspon-
dentes erros absolutos usando tolerancia absoluta de (b) 1073, (c) 1075 e (d)

10~7 no pacote CUBATURE.

a pior das tolerancias usadas.

Nas Figuras [7.8(b)] [7.8(c)| e [7.8(d)| sdo apresentados os erros absolutos dos mo-

mentos generalizados para os valores de tolerancias iguais a 1073, 107° e 1077, res-
pectivamente. Pode-se ver que existe uma dependéncia do erro dos momentos com a
tolerancia usada no célculo das integrais multidimensionais dos operadores de que-
bra e agregacao. Os tempos de CPU foram de 2,2, 24,4 e 279 segundos para as

tolerancias de 1073, 107° e 1077, respectivamente.

7.2.3 Problema bivariado de Agregacao pura com Modelo
Constante - Caso Teste 2

A PBE admitida é dada pelas Equagoes e desconsiderando-se o termos fon-

tes referentes ao fenomeno de quebra. Usando um modelo contante para a agregacao,

a(x,y,x',y',t) = ap, GELBARD e SEINFELD [102] obtiveram a soluc¢ao analitica

para a funcao densidade de probabilidade para diferentes condicoes iniciais. O caso

analisado neste trabalho possui condicao inicial dada por:

f(z,y,0) = e~ (@ty) (7.12)
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que possui a seguinte solucao analitica:

flx,y,t) = ﬁe_(”y)_fo (2 tj2xy> (7.13)
onde Iy é a fungao de Bessel de primeiro tipo modificada e de ordem zero. Neste
caso, os valores da variavel interna crescem continuamente e a funcao densidade de
probabilidade tende a zero conforme o tempo aumenta. A dificuldade desse caso
decorre da aproximacao da fungao Iy por uma base polinomial, quando as variaveis
x e y possuem valores elevados.

Um valor de tolerancia absoluta de 5,0 x 107° foi usado no pacote CUBATURE
para proceder com a integracao multidimensional adaptativa. A condigao inicial
para os coeficientes ¢;; foi obtida da Equagao levando a valores de um para cgg
e zero para todos os outros coeficientes. Os momentos da solugao analitica foram
calculados analiticamente no pacote MAPLE v.12 [257] para se poder avaliar o erro

da solugao numérica.

As Figuras [7.9(a)l [7.9(b)| e |[7.9(c)| mostram, respectivamente, os valores dos mo-

mentos generalizados e seus erros relativos e absolutos usando N = 2. O tempo de
CPU para este caso foi de 17,3 segundos. Devido a agregacao, o numero de particu-
las diminui e o valor médio da propriedade interna aumenta, como se pode perceber
pelos resultados, que mostram uma diminuicao do momento de ordem zero e um
aumento dos momentos de primeira ordem, ug‘f’d)) = ,u%"z’).

A Figura [7.9(b)| mostra que todos os quatro momentos generalizados foram ob-
tidos com boa acuracia, sendo os momentos de primeira ordem os que apresentam o

maior erro relativo. Por outro lado, a Figura [7.9(c)| mostra que o momento Mﬁ”‘ﬁ) é

0 que apresenta o maior erro absoluto, sendo o Uinico que possui um erro maior que
a tolerancia usada no pacote CUBATURE para valores elevados de tempo.

Os valores dos nove momentos generalizados e seus erros relativos e absolutos

sao apresentados nas Figuras [7.10(a)l {7.10(b)| e [7.10(c)| respectivamente, para o
DuQMoGeM usando N = 3. Como pode ser visto na Figura [7.10(a)| os valores

dos momentos de maior ordem sao bastante elevados. Esta simulacao demandou

um esforgo computacional elevado, necessitando de aproximadamente 4,4 horas de
CPU. Apesar da expansao funcional aumentar de 4 para 9 termos com o aumento
de N de 2 para 3, a quantidade de funcoes que devem ser integradas numericamente
(Equacao aumenta de 64 para 729. Outro motivo para este elevado tempo de
CPU se deve ao fato de que a maioria dessas integrais possuem valores proximos de

zero, tornando mais dificil a integracao dessas funcoes.

As Figuras(7.10(b)|e|7.10(c)| mostram que, usando a mesma tolerancia no pacote

CUBATURE, ambos os erros relativos e absolutos nos momentos generalizados sao

maiores para N = 3 do que para N = 2. Isso provavelmente é devido a soma de erro
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Figura 7.9: Resultados para o caso teste 2 com N = 2: (a) momentos generalizados, (b)

erro relativo e (c) erro absoluto dos momentos usando tolerancia absoluta
de 5,0 x 107° no pacote CUBATURE.

numérico, visto que a quantidade de termos existentes na expansao do operador de
agregacao aumenta de 16 para 81 termos usando N = 2 e N = 3, respectivamente.
Contudo, percebe-se que todos os momentos generalizados foram calculados com um

erro relativo menor que € para t < 10.

7.2.4 Problema bivariado de Agregacao pura com Modelo
Aditivo - Caso Teste 3

Um problema de agregacao com modelo aditivo é numericamente mais complicado
de resolver que o caso anterior que considerada um modelo constante. A PBE usada
aqui é idéntica aquela usada na segdo anterior (Subsegao , exceto pela forma
do modelo de agregagao, o qual agora é dado por a(z,y, 2,y ,t) = (x + y) + (2’ +
y'). Recentemente, FERNANDEZ-DIAZ ¢ GOMEZ-GARCIA [270] desenvolveram

a solucao analitica para este problema considerando a mesma condigao inicial usada
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Figura 7.10: Resultados para o caso teste 2 com N = 3: (a) momentos generalizados, (b)
erro relativo e (c) erro absoluto dos momentos usando tolerancia absoluta

de 5 x 107° no pacote CUBATURE.

no caso anterior. A solucao analitica é dada por:

f(z,y,t) = exp <—fc—y—sot— 5

— [zy(z +y)(1 — e ") /2]F
8 Z (& + 1)I(k)?

(z+y)( - 6“‘”))

(7.14)

=0

onde a série esta relacionada a funcao hipergeométrica generalizada e ¢ representa

a massa total presente no sistema, a qual é constante durante a evolugao temporal:

@:M10+M01=/0 /0 (x+y)f(z,y)dedy (7.15)

Usando ¢ = 2, com pp = pip = 1, a condigao inicial para os coeficientes ¢;; foi
obtida a partir da Equacao levando a mesma condicao inicial usada no caso
teste 2.

Para este caso, a expansao da funcao densidade de probabilidade foi limitada aos
polinomios até uma dada ordem, sendo esta relacionada a méaxima ordem desejada

nos momentos generalizados. Matematicamente, a expansao da PDF pode ser dada
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por:

2

N—1—1

flz,y,t) ~ w( cii0i(2) o () (7.16)

Jj=0

Il
=)

i

Esta estratégia limita o nimero de coeficientes que deverao ser integrados nu-
mericamente, mostrando esta propriedade adicional do método DuQMoGeM como
sendo um método baseado em momentos. Para se ter uma ideia, o nimero de in-
tegrais multidimensionais a serem numericamente integradas para o caso de N = 3
é reduzida de 729 para 216 usando a expansao dada pela Equacao [7.16] resolvendo
todos os momentos até segunda ordem.

Para este caso nao se conseguiu uma solugao analitica para os momentos gene-
ralizados usando o software MAPLE v.12 [257]. Usando a integracao numérica da
Equacao no MAPLE, foi possivel obter alguns valores pontuais da solugao para
t < 1. Na Figura [7.11| sao mostrados os valores para N = 2 e N = 3 usando tole-
rancias de 1073 e 10~ para resolver as integrais multidimensionais usando o pacote
CUBATURE para ambos os casos.

A Figura|7.11(a)| mostra que os valores dos momentos generalizados apresentam
uma boa concordancia com os resultados obtidos pelo software MAPLE, mesmo no
caso de se usar a tolerancia de 1072. Os tempos de CPU para este caso foram de
0,92 e 4,38 segundos para as tolerancias de 1073 e 107, respectivamente.

Na Figura|7.11(b)|sao mostrados os resultados para o caso em que foi usado N =
3. Todos os momentos generalizados foram calculados com uma boa concordancia
quando comparados aos valores analiticos obtidos usando o MAPLE. No caso em
que foi usada a tolerancia de 1072 percebe-se que a solucdo desvia um pouco da
solucao mais acurada para tempos préximos de 2. Isto mostra que o acimulo de
erro durante a evolucao temporal pode ser controlada com uma solu¢ao mais acurada
das integrais multidimensionais. O tempo de CPU para este caso foi de 1,81 e 8,92

minutos para as tolerancias de 1072 e 10™%, respectivamente.

7.2.5 Conclusoes - DuQMoGeM

O uso de rotinas de integracao automatica no DuQMoGeM permitiu obter uma
solugao acurada dos momentos da PBE em casos onde as integrais do termo fonte da
mesma nao sao bem aproximadas por quadraturas de poucos pontos. Isto possibilita
resolver a PBE de forma acurada em casos onde os modelos de quebra e agregacao de
particulas sao fungoes complexas. Os resultados mostraram que é possivel controlar
o erro nos momentos a partir do valor da tolerancia usada nas rotinas de integragao
adaptativa.

Apesar da vantagem do método quanto a sua acurdcia, o custo computacional
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Figura 7.11: Resultados para o caso teste 3 usando tolerancias absolutas de 1073 e 10~*
no pacote CUBATURE para um caso com (a) N = 2 e outro com (b)

N =3.

mostrou ser seu ponto fraco, caso o objetivo seja aplicagdes envolvendo balanco
populacional heterogéneo. Dessa forma, considerando os recursos de processamento
atuais, o método ainda ¢ invidvel para ser aplicado em grandes simulagoes PB-
CFD. Alguns avangos mais recentes renovaram a esperanca no método resolvendo a
integragao adaptativa em placas de processamento grafico (GPU) [149], porém, isso

nao sera considerado neste trabalho.

7.3 Simulacgoes PB-CFD: Duto com Acidente

Parte dos resultados apresentados nesta secao foram submetidos para publicacao em
FAVERO et al. [271] e apresentados em FAVERO et al. [272].

7.3.1 Definicao dos Casos

O caso base usado tem como objetivo determinar o comportamento de emulsao de
agua em Oleo ao escoar por um sistema contendo um acidente — imitando o efeito
de uma valvula — a fim de se identificar a influéncia do mesmo sobre o processo.
Este tipo de aplicacao acontece em refinarias no processo de dessalinizacao de 6leo.
Nesse processo adiciona-se agua doce a emulsao de dgua salgada em 6leo e se escoa
a carga por uma valvula globo com finalidade de promover a mistura da agua doce
com a agua salgada dispersa no 6leo.

Para reproduzir essas condi¢oes usou-se um duto de secao transversal quadrada
com 5 mm de lado e 200 mm de comprimento. Na parte central do duto, trés
gavetas moéveis, com secao quadrada de 5 mm de lado permitem a definicao de
diferentes configuracoes geométricas para o acidente. Uma vista em perspectiva

da geometria, com foco na regiao central onde se localizam as gavetas médveis, é

ilustrada pela Figura[7.12(a)l Na Figura|7.12(b)|¢é ilustrado o aparato experimental
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Tabela 7.14: Parametros dos modelos de quebra e coalescéncia para os modelos homo-
géneo e heterogéneo [2].
Parametro Homogéneo Heterogéneo

C. 0,0105 0,01
C, 0,00 0,01
C, 0,0106 0,01
9 26,9 30,0

usado para obtencao dos dados experimentais e na Figura ¢ mostrada uma
vista esquematica detalhando as dimensoes da geometria.

A aquisi¢ao dos dados experimentais foi feita no Nicleo de Separadores Com-
pactos do Instituto de Engenharia Mecanica de Itajuba nos trabalhos de SILVA
et al. [273, 274]. Os experimentos consistiram de até 5 réplicas para cada um dos
diferentes cenarios onde variava-se a abertura das gavetas, a concentragoes de agua
no 6leo e a vazao nominal utilizada. Os resultados experimentais obtidos forneciam
informacao da distribuicao numérica e de tamanho de gotas antes e apds o acidente,
da vazao, da diferenca de pressao, da temperatura e do posicionamento das gavetas.
Além disso, também foram efetuadas medidas de massa especifica e viscosidade do
6leo, fracao massica de agua no dleo e tensao interfacial entre o 6leo e a agua para
a faixa de temperatura de operacao.

Usando esse conjunto de dados experimentais, MITRE et al. [2] estudaram a
evolugao da distribuicao de tamanho de gotas em emulsoes de agua em 6leo e desen-
volveram os modelos para os processos de quebra e coalescéncia de gotas descritos
anteriormente na Segao [6.6, Dentre as opgoes de modelos para eficiéncia de coales-
céncia propostas por MITRE et al. [2], escolheu-se o modelo de interface deforméavel
e parcialmente movel, por ser um dos modelos que conseguiu bons resultados.

Os valores dos parametros dos modelos de quebra e coalescéncia usados nas
simulagoes de balanco populacional homogéneo e heterogéneo estao especificados na
Tabela [7.14] Para o caso homogéneo a eficiéncia de coalescéncia pode ser assumida
constante [2]. Por outro lado, a eficiéncia de coalescéncia é importante nas simulagoes
de balanco populacional heterogéneo, onde a taxa de dissipacao de energia cinética
turbulenta varia bastante nas diferentes regices da geometria. Como as simulagoes de
balan¢o populacional homogéneo mostraram ser pouco sensiveis para a estimativa
do parametro C,, MITRE et al. [2] assumiram um valor fixo para o mesmo e, a
partir disto, estimaram os outros parametros usando otimizacao. Os valores dos
parametros colocados na Tabela foram obtidos de MITRE et al. [2] e foram
aproximados para valores arredondados, considerando a margem de erro dos mesmos.
Tal qual em MITRE et al. [2], usou-se a constante de Hamaker A = 0.6 x 10720 J.

Dos casos experimentais reportados por MITRE et al. [2], 5 deles foram selecio-

nados para serem simulados. Os casos escolhidos representam a melhor (pt6g7), a
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Figura 7.12: Definigao da segao de testes: (a) vista em perspectiva da regiao das gavetas
moéveis, (b) aparato experimental e (c) visao esquemdtica com detalhes
das dimensoes da geometria para uma abertura de gaveta igual a H. Os
parametros L1, L2, 1.3, L4 e L5 correspondem a 200, 2, 3, 5 e 1 milimetro
(mm), respectivamente. As Figuras (a) e (b) foram extraidas de MITRE

il
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Tabela 7.15: Resumo das caracteristicas dos casos usados.

Parametro Caso

[2] pt2gd  ptdgl3 ptbég7 pt7g2  ptIgll
Q [cm3/s] 81,8 56,8 32,4 82,0 57,22
H [mm] 2,5 1,0 0,5 1,0 2,5

rq [-] 0,1296 0,1292 0,0717 0,0736  0,0734
Remaz [ 1358,01 883,12 385,54 1252,91 1041,35

Ap [kgf/cm?] 3,48 2,45 1,53 4,67 1,74

tipica (pt4gl3), a ndo usual (pt7g2) e as piores (pt2g4 e pt9gll) concordancias entre
as predicoes do modelo de balango populacional homogéneo e os dados experimentais
da distribuicao do tamanho de gotas.

As caracteristicas desses casos estao resumidas na Tabela [7.15 e a Figura [7.13]
ilustra as distribuigoes volumétricas do tamanho de gotas (F') antes (“in”) e depois
(“out”) do acidente para os casos pt6g7 e pt9gll, onde “exp” é referente as curvas
das medidas experimentais e “sim” as curvas reproduzidas através de otimizacao.

As propriedades fisicas dos fluidos para os casos analisados estao na Tabela [7.16]
A variacao das propriedades fisicas se deve principalmente as diferencas de tempe-
ratura durante a realizagao dos experimentos.

A turbuléncia no escoamento é gerada predominantemente pelo acidente e uma
geometria 2D foi considerada para o caso do balanco populacional heterogéneo.
Essa aproximacao é permitida pela geometria do acidente e leva a uma elevada
economia do custo computacional da simulacao. Desta forma, ela foi adotada sem
uma validacao formal. O modelo de turbuléncia de dupla-camada apresentado na
Secao foi usado em todas as simulacoes e considerou-se transferéncia integral
de flutuacao turbulenta da fase continua para a fase dispersa, usando o modelo a

zero-equacao dado pela Equagao [2.16] com C; = 1. Outros modelos de turbuléncia

-2 -2
LOT0 M osp e ﬁ:gg;' """"" - 1010 L0102 | expim Pfggﬂ' """"" = {20 10‘2
sim 1n: ptog/ e ’ sum : ptyg e J -
8.0 107> | expout: ptog7 —— 1801073 exp out: pt9gll —— 18 10_2
’ sim out: pt6g7 ’ 8,0 107 Fsim out: pt9gl1 116 102
~ —_ ] 11410°
v 60107 | B o{eo10® T 5| {12107 7
< i — 6010 0107 =
S s N e & 3 [lon
3l i E N 18,0107
LS 4010 fohr 400” W y® 400 1 LN
f&‘: 6,0 10
20103 t bo{20107 20107 | 140107
E g ! 120107
0 f"mg b 0 0,0 10° booioan™ s () () 10°
0010 -18 116 114 14712 1410 0,010 -20 118 -16 1 -14 ;12 1 4-10
1081010 101 10712 10 1020108 101 10 10712 10
3 3
v(m’) v(m)
(a) (b)

Figura 7.13: Distribuigdo volumétrica do tamanho das gotas, F', antes (“in”) e depois
(“out”) do acidente para os casos (a) pt6g7 e (b) p9gll. Na legenda usada
“exp” se refere as curvas das medidas experimentais e “sim” as curvas obtidas
através de otimizagao [1].
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Tabela 7.16: Propriedades fisicas.
Casos pt2gd ptdgl3 ptbg7 pt7g2 pt9gll
pw [kg/m?®] 985,00 985,32 986,59 985,40 985,35
vy [mm?/s] 0,469 0,477 0,512 0479 0,478
po [kg/m3]  865,0  865,0 865,0  865,0  865,0
v, [mm?/s] 12,0 12,8 16,8 13,1 11,0
o [g/s?] 22,0 222 23,0 22,3 22,2

também foram testados, contudo, nao apresentaram resultados satisfatérios. Uma
comparacao de resultados obtidos usando diferentes modelos de turbuléncia pode ser
vista no Apéndice [E] As forgas interfaciais consideradas foram arrasto, sustentagao e
massa virtual. O coeficiente de arrasto foi calculado usando o modelo de SCHILLER
e NAUMANN [37] para particulas esféricas e os coeficientes de sustentagao e massa

virtual forma considerandos constantes, onde Cf, , = Cpyq = 0,5.

7.3.2 Procedimento Numeérico

O método de Euler implicito (primeira ordem) foi usado para a discretizacao tem-
poral e uma condicao inicial nula foi especificada para a pressao, a velocidade e as
variaveis do modelo de turbuléncia. A condic¢ao inicial para os pesos e abscissas fo-
ram obtidas invertendo-se os momentos da distribuicao numérica de gotas medidas
na secao anterior ao acidente.

As condigoes de contorno para as variaveis envolvidas estao descritas na Tabela
[7.17 A inversao de momentos foi feita usando o algoritmo Chebyshev modificado
[258], um método bastante eficiente e robusto para resolver o sistema de equagoes

dado por:
N

pe =Y wavl, k=0,... 2N -1 (7.17)
a=1
O valor na entrada (inlet) da energia cinética turbulenta e da taxa de dissipagao
da mesma foram calculados, respectivamente, por:

ko = = (Jug| 1)? (7.18)

[\CRGV]

Q

N[
5
= |Om\w

(7.19)

€ —

onde [ ¢ a intensidade turbulenta, [ = 0,07 d;, ¢ uma escala de comprimento asso-
ciada a turbuléncia e d; é o diametro hidraulico do duto. E comum usar I = 1%
para escoamentos com baixa turbuléncia, I = 5% para escoamentos com turbuléncia
intermediaria e I = 10% a I = 20% para escoamentos com elevada turbuléncia.

Neste trabalho, usou-se o esquema linear upwind limitado de 22 ordem para os
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Tabela 7.17: Condicées de contorno.
Varidvel Entrada (Inlet) Saida (Outlet) Parede (Wall)

P n-Vp=0 0 [Pa] n-Vp=0
u Val‘or fixo n-Vu=0 0 [m/s]
uniforme
Eq. [7.18 - Y
ko com T = 1% n-Vk=0 0 [m?/s?]

n-Ve=20 n-Ve=20
com dj =5 mm
o m valor fixo n-Vw, =0 n-Vw, =0
Wy uniforme n-Vo, =0 n-Vo, =0

=

(Eq. [7.17)

termos advectivos da equacao de conservacao de quantidade de movimento e do

-Vmy, =0 n-Vm, =0

modelo de turbuléncia e o esquema de alta resolu¢gao Minmod de 1/2% ordem [173]
para advecgao dos momentos. Estes esquemas sao mais acurados que o esquema
upwind e previnem a obtencao de solugoes espurias ou com oscilagoes. Os operado-
res gradiente e Laplaciano foram avaliados usando os esquemas Gauss linear de 22
ordem.

O sistema linear de equagoes resultante da discretizagao espacial foi resolvido
usando o método dos gradientes conjugados (CG) com precondicionador multi-grid
algébrico (AMG) para a pressao, PBiCG com precondicionador ILU para as varia-
veis do modelo de turbuléncia e BiCGstab com precondicionador Cholesky para as
outras variaveis [180, 184H186]. As tolerancias relativas usadas no OpenFOAM para
resolver o sistema linear de equacoes resultante da discretizacao espacial para as va-
riaveis relacionadas a conservacao de quantidade de movimento, a turbuléncia e ao
balanco populacional foram fixadas em zero. Por outro lado, as tolerancias absolutas
usadas foram de 107 para solucdo da pressao, 10~7 para velocidade e varidveis da
turbuléncia e 107'% para os pesos e abscissas [168]. Considerando que foi simulado
o processo transiente de preenchimento do duto com fase dispersa, estabeleceu-se
um critério para verificar quando o estado estacionario seria atingido. O critério
usado considera que as variaveis devem apresentar mudancas despreziveis durante 2
tempos de residéncia hidrodinamicos na secao de teste.

Devido ao problema de rigidez numérica (stiffness) relacionado a solu¢ao da PBE,
usou-se a técnica de sub-ciclos (sub-cycling) para integracao temporal das equagoes
do DQMoM e DQMoM-FC. Nas simulagoes que serao apresentadas, o uso de 2 a 5
sub-ciclos foram suficientes para garantir a estabilidade numérica. O sistema linear
do DQMoM e do DQMoM-FC foram resolvidos usando a rotina de decomposi¢ao em
valores singulares (SVD - Apéndice [D]) obtida de PRESS et al. [259]. Esse método

mostrou ser computacionalmente eficiente e tem a vantagem de conseguir resolver
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Tabela 7.18: Tempo de residéncia e valor médio da energia de dissipagao turbulenta
global usadas nas simulagoes de balanco populacional homogéneo.

Caso pt2g4d ptdgl3 pt6g7 pt7g2 ptIgll
tres [ms] 290 3,52 578 244 4,14
{eo) [10° m?/s3] 1,33 0,775 0,297 2,15 047

problemas com mau condicionamento, que eventualmente podem surgir em algumas
células da geometria discretizada.
O diametro médio de Sauter e o diametro médio volumétrico ou DeBrouckere
foram calculados a partir dos valores dos diametros d,, (Equagao [6.2)) conforme:
N
d3w

SN dBw,
de = dzg = &=0=2 ¢ = 7.20
TTIETSN 2w, (720)

N 4
—Z?;l doWa (7.21)
> dBw

a=1""a>a

dpp = dyz =
O valor “bulk” médio de uma variavel genérica 1, foi calculado como sendo:

Jgua -nv, dA
Jsua -ndA

Voutk = (7.22)

onde S representa a area seccional na qual a variavel é integrada.

7.3.3 Simulagao do modelo homogéneo

Nas simulacoes analisadas nessa secao os métodos DQMoM e DQMoM-FC sao, por
definicao, iguais, visto que nao sao considerados os termos advectivo e difusivo.
Os objetivos dessas simulagoes foram: (i) validar a implementagdo do DQMoM-
FC, comparando os resultados com os obtidos pelo MoC; (ii) analisar o nimero de
pontos de quadratura necessarios no DQMoM-FC e (iii) verificar o efeito do uso de
momentos de ordem inteira (m, = 1) ou fraciondria (m, = 1/3), sendo o volume da
gota a variavel interna.

Dois e trés pontos de quadratura foram considerados conduzindo a conservacao
do conjunto de momentos dado por {itkxm,}, k =0,...,2N — 1.

O tempo de residéncia, t,.s, € o valor médio da energia de dissipacao turbulenta
global (¢ ), foram calculados pela Equagoes e respectivamente, e estao
discriminados na Tabela para os 5 casos analisados.

As Figuras|7.14(a)} [7.14(b)} [7.14(c)}, [7.14(d)|e|7.14(e)| ilustram os resultados para
o diametro médio de Sauter, dso, para os casos pt2g4, ptdgl3, pt6g7, pt7g2 e ptogll,

respectivamente. A solucao obtida com o DQMoM-FC pode ser comparada com a
do MoC, obtida por MITRE et al. [2], e com os dados experimentais. Percebe-se que

a solugao obtida é praticamente igual usando 2 ou 3 pontos de quadratura. Porém,
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Tabela 7.19: Erros relativos dos diametros médios d3o e d43 para o caso homogéneo. Os
dados experimentais foram obtidos de MITRE et al. [2].

Casos

Método N m, | pt2gd4 ptdgl3 pt6g7 pt7g2 ptIgll

%E(ds2)
MoC 8,95 37,2 1,45 17,5 43,99
DQMoM-FC 2 1 13,9 8,45 225 8§18 10,11
DQMoM-FC 3 1 11,8 11,0 21,3 7,25 11,19
DQMoM-FC 2 1/3| 10,4 39,1 0,89 18,7 4234
DQMoM-FC 3 1/3| 10,9 40,6 0,48 19,1 41,92
Método N m, %E(dy3)
MoC 18,0 7,87 5,69 0,62 18,25
DQMoM-FC 2 1 47,3 30,3 37,8 372 2998
DQMoM-FC 3 1 41,6 23,5 34,5 34,0 26,66
DQMoM-FC 2 1/3| 14,5 12,3 3,33 386 14,75
DQMoM-FC 3 1/3| 16,0 10,9 7,53 3,25 13,27

somente o caso que usa momentos fracionarios consegue uma solucao que apresenta
boa concordancia com o MoC.

Os resultados para o diametro médio de DeBrouckere, dy3, estao mostrados nas
Figuras [7.15(a)}, [7.15(b)} [7.15(c)} [7.15(d)| e [7.15(e), para os casos pt2g4, ptdgls,

pt6g7, pt7g2 e pt9gll, respectivamente, e levam a mesma conclusao feita anterior-

mente para a andalise do ds».
Um erro relativo foi calculado para melhor quantificar as diferengas entre os

valores simulados e os valores experimentais. O erro foi definido como:

ly — ¥
NE(y) = W -100% (7.23)
onde y ¢ o valor simulado de uma variavel arbitréria apds transcorrido um tempo
de residencia e y“*? é o valor experimental dessa mesma varidvel medida na saida da
segao de testes (outlet).

Os erros relativos para os diametros médios estao descritos na Tabela[7.19] Pode-
se observar que os erros do DQMoM-FC com m, = 1/3 usando ambos N = 2 ou
N = 3 pontos de quadratura ja sdao comparaveis aos erros do MoC [2]. O diametro
médio de DeBrouckere é melhor estimado para os casos pt6g7 e pt7g2. Por outro
lado, o diametro médio de Sauter é melhor estimado para os casos pt6g7 e pt2g4.
Uma concordancia muito ruim do dss é observada para o caso ptdgl3. Por fim o
caso pt9gll apresentou resultados ruins tanto para o dzs quanto para o dy3 .

A partir dos resultados apresentados é possivel concluir que, a0 menos para o
caso homogéneo, o DQMoM-FC usando momentos de ordem fraciondria (m, = 1/3)

conseguiu resultados comparaveis ao MoC usando somente dois pontos de quadra-
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Figura 7.14: Resultado experimental para o didmetro médio de Sauter (dsz) antes e
depois do acidente e comparagdao com resultados obtidos com o MoC e
DQMoM-FC com 2 e 3 pontos de quadratura usando momentos inteiros e
fracionarios.
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Figura 7.15: Resultado experimental para o didametro médio de DeBrouckere (dy3) antes
e depois do acidente e comparacao com resultados obtidos com o MoC e
DQMoM-FC com 2 e 3 pontos de quadratura usando momentos inteiros e
fracionarios.
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Tabela 7.20: Valores dos momentos até sétima ordem para a distribuicdo numérica de
gotas obtidos da distribuigdo volumétrica de tamanhos de gotas (Figura
7.13(b))) para a secao anterior e posterior ao acidente e para o caso pt9gll.

Momento | Secao anterior | Se¢ao Posterior

Lo 3,386 x 10'2 9,844 x 104

1 0,073 0,073

Lo 2,108 x 10714 | 5,846 x 10716
I3 1,014 x 10726 | 1,341 x 1072
i 5,898 x 1073 | 4,297 x 1073
s 3,789 x 107°* | 1,563 x 107°¢
e 2,582 x 1079 | 6,024 x 10~
117 1,824 x 107 | 2,392 x 10733

tura, N = 2.

Deve ser dito ainda que, devido ao niimero médio de gotas formadas pelos even-
tos de quebra ser bastante elevado, ¥ & 27, a distribuicao de tamanhos varia muito
rapidamente sob condicoes favoraveis de quebra, deixando o problema bastante ri-
gido (stiff ). Isso foi observado principalmente quando foi aumentada a quantidade
de pontos de quadratura. Nesse caso, foi necessario usar passos de tempo bastante
reduzidos para manter o problema numericamente estavel. Outra questao a se consi-
derar é que a distribuicao é bastante estreita e a inversao dos seus momentos gera um
ponto de quadratura com peso muito elevado, carregando a maior parte da informa-
¢ao, e os outros pontos de quadratura possuem pesos muitos baixos, sendo facilmente
contaminados por erros numéricos durante a evolucao temporal da solucao. Por
exemplo, os momentos inteiros da distribuicao numérica de gotas, necessarios para
uma discretizacao de 4 pontos de quadratura, para o caso pt9gl1 possuem os valores
dados na Tabela [7.20] para a segdo anterior e posterior ao acidente. Percebe-se que
os valores dos momentos acima de terceira ordem ja sao bastante pequenos.

Invertendo-se o conjunto de momentos da se¢do anterior ao acidente (Tabela
7.20)) usando o algoritmo de Chebyshev modificado, [258] obtém-se a discretiza-
¢ao da distribuigdo numérica de gotas dada na Tabela [7.2]] Como se pode notar,
existe uma abscissa com peso muito elevado comparado as outras. Por exemplo,
wy/ Ziv:f we = 0,92 enquanto wy/ Zg:f we = 0,0038, exemplificando a questao
discutida anteriormente.

Os resultados obtidos possibilitam validar o DQMoM-FC (Secao e 08 mo-
delos de quebra e coalescéncia de gotas (Secao implementados no OpenFOAM.
Os desvios apresentados pelo DQMoM-FC em relagao ao MoC podem ser atribui-
dos aos diferentes métodos de integracao temporal utilizados e também ao célculo
das integrais dos termos de quebra e principalmente de coalescéncia, visto a baixa
quantidade de pontos de quadratura que é usada no célculo das mesmas. Cabe lem-

brar também que o MoC consegue baixa acuracia no célculo dos momentos de alta

127



Tabela 7.21: Valores dos pesos (w,) e abscissas (v, ) para uma discretizagao de 4 pontos
de quadratura usando os momentos da secao anterior ao acidente dados na

Tabela 7.20[

Vo [m?] Wo (M7
4,025 x 1071° | 3,122 x 10'2
1,434 x 10713 | 1,976 x 10!
4,264 x 10713 | 5,336 x 10'°
7,468 x 10713 | 1,303 x 10%°

FNGEGURN OIS e

ordem.

7.3.4 Comparacao entre DQMoM e DQMoM-FC

O intuito dessa analise é mostrar que o DQMoM nao é conservativo. Os resultados
apresentados correspondem a solucao em estado estacionario para o caso pt9gll
usando uma malha computacional estruturada composta de 12k células hexaédricas.

turb. — 1 e foi usado o conjunto de

A dispersao de gotas foi considerada com Sc
momentos dado por {p/3}, £ =0,...,2N — 1. Na Figura ¢ ilustrada a malha
computacional na regiao do acidente.

Apés atingir o estado estaciondrio, o valor bulk (Equacao da fragao total
de fase dispersa na saida do canal deve ser igual ao valor da entrada do mesmo,
para que seja respeitada a conservacao de massa. Os valores obtidos para r; usando
o DQMoM foram de 0,17 e 0,14 para N = 2 e N = 3, respectivamente. Como
pode ser visto, as diferencas existentes entre os dois casos sao apreciaveis. Contudo,

em nenhum dos casos, a fracao de fase dispersa é conservada, ja que ry = 0,073

na entrada do canal. As Figuras|[7.17(a)|e|7.17(b)| mostram os graficos de contorno

de r4 usando 2 e 3 pontos de quadratura no DQMoM, respectivamente. Nessas
figuras fica evidente o problema do DQMoM ser nao-conservativo em simulagoes de
balanco populacional heterogéneo. O problema ocorre na regiao do acidente, onde
existe uma intensa quebra de gotas e o DQMoM prevé erroneamente uma geracao
de fracao de fase dispersa.

Para mostrar que o problema da nao-conservacao esta atrelado ao método, ou

seja, ao DQMoM, e nao a quantidade de pontos de quadratura usados, o mesmo

Figura 7.16: Ilustracdo da malha na regiao do acidente.
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Figura 7.17: Fracao volumétrica da fase dispersa obtida com o DQMoM para (a) N = 2
e (b) N = 3 pontos de quadratura.

J
|

—) |

Figura 7.18: Fragz% volumétrica da fase dispersa obtida com o DQMoM-FC para N = 2.

caso foi simulado com o DQMoM-FC usando 2 pontos de quadratura. A Figura
ilustra o grafico de contorno de r; e, como pode ser visto, nao é mais observada
a geracao de fase dispersa na regiao do acidente nem o aumento da fracao de fase
dispersa na regiao posterior ao acidente. De fato, o valor bulk de r; na saida do
canal é igual ao da entrada a menos de pequenas perturbacoes numéricas.

Os resultados apresentados sao suficientes para concluir que o DQMoM-FC é que

deve ser usado em problemas envolvendo balango populacional heterogéneo.

7.3.5 Simulacao PB-CFD usando o DQMoM-FC

Nesta secao sao mostrados os resultados obtidos com o DQMoM-FC para os casos

pt2g4, ptdgl3, pt6g7 e pt7g2. Levando em conta os resultados obtidos no caso
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homogéneo, foi usado o conjunto de momentos fracionarios {3}, k =0,...,2N —
1. Os casos ptdgl3 e ptbg7 foram simulados usando 2 e 3 pontos de quadratura.
Contudo, nao foram verificadas diferencas apreciaveis nas predi¢oes dos diametros
médios de Sauter e DeBrouckere, tal qual ocorreu nas simulagoes de PB homogéneo.

Levando isso em conta, somente os resultados para N = 2 sao apresentados.

Analise do Estado Estacionario e Convergéncia de Malha

Os resultados para verificacao de estado estacionario e convergéncia de malha foram
obtidos em quatro se¢oes da geometria, definidas como A, B, C e D na Figura .
Esta analise foi feita desconsiderando o efeito de dispersao de gotas (Sc/*™ — oo).

O estado estacionario foi verificado analisando-se a fracao de fase e os diametros
médios de Sauter e DeBrouckere. O caso pt6g7 foi o que levou mais tempo para
chegar ao estado estacionario. A variavel que mais demorou para atingir o estado
estacionario foi a fracao de fase, r4. Na situacao mais critica, ou seja, caso pt6g7
e varidvel rq, o estado estaciondrio foi obtido com diferencas menores que 0.2%,
comparando os resultados no decorrer de um tempo de residéncia hidrodinamico na
secao de teste.

A Figura ilustra o valor médio bulk (Eq. obtido na se¢do D (outlet)
para os diametros médios de Sauter e DeBrouckere e para a fracao volumétrica de
fase dispersa ao longo de 2 tempos de residéncia hidrodinamico e para o caso pt6g7.
Como pode ser visto, os resultados sao praticamente idénticos para todos os instantes
mostrados.

A anélise de convergéncia de malha foi feita considerando os resultados em estado
estacionario. Treés diferentes malhas foram usadas para cada um dos casos. A Tabela
mostra os valores médios e maximos de y* (Equagao para as diferentes
malhas e casos. Como pode ser visto, mesmo para a malha mais grossa, os valores
de y™ médios sao inferiores a 2.5 para todos os casos. Para a malha mais fina os
valores de y™ médios estdao em torno de 1 para todos os casos. Esses valores baixos
de y™ sao desejdveis para o modelo de turbuléncia de dupla-camada usado, visto
que isso permite resolver a subcamada laminar do escoamento e nao héa necessidade
de se usar fungoes de parede.

O caso pt6g7 mostrou-se o pior dentre os casos analisados para a convergeéncia
em malha. As Figuras [7.20(a), [7.20(b), [7.20(c)| e [7.20(d)| ilustram os perfis das

componentes de velocidade u, e u,, da energia cinética turbulenta e da taxa de

dissipacao de energia cinética turbulenta, respectivamente, obtidos nas segoes A e
B mostradas na Figura para o caso pt6g7. Nessas secoes existem grandes
gradientes nas varidaveis analisadas. Os resultados mostram uma boa concordancia
para os perfis de velocidade. Por outro lado, os perfis de k£ e ¢ mostram uma

concordancia razoavel e percebe-se que os resultados obtidos com a malha 3 estao
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Tabela 7.22: Caracteristicas das malhas usadas nas simulacoes.

Caso Malha N° células y*™ médio y™ méximo

1 20k 2,44 7,04
pt2gd 2 40k 1,86 6,35
3 80k 1,10 451
1 20k 1,82 6,11
ptdgld 2 40k 1,44 5,28
3 80k 0,36 3,74
1 20k 1,12 4,84
ptég7 2 40k 0,87 4,27
3 80k 0,54 2,93
1 20k 2,32 7,24
pt7g2 2 40k 1,84 6,20
3 80k 1,07 4,24

entre os das malhas 1 e 2.

As Figuras(7.21(a)| [7.21(b)|e[7.21(c)| mostram os perfis de fracao volumétrica to-

tal de fase dispersa e os diametros médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente,
obtidos ao longo da se¢do D para o caso pt6g7. Percebe-se que existem diferengas
apreciaveis entre os perfis, principalmente para a fragao de fase. Entretanto, a dife-
renca dos valores médios bulk na secao D sdo aceitdveis, sendo em torno de 0,04%,

2% e 3,5% comparando-se as malhas 2 e 3 para rq, dss 2 dy3, respectivamente. Cabe

31 T T T T T T T T T T T T T 7,5
30 [ R e L [ ] B B W--mmmmmmmmmmmm—mm e ||
29 1 74
= 28 a2 697 '
E P ptog
s 27 % rd ......... I 1 7,3 =
™ [E—
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~ 25t 1722
C\I K * * * A
™M 24 + g
© .
23 ¢ 1 7,1
22 . A . 1
21 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 7
1,7 1,75 1,8 1,85 1,9 1,95 2

t[s]
Figura 7.19: Valor médio bulk na secao D (outlet) do diametro médio de Sauter, dsq, e

DeBrouckere, dy3, e da fracdo volumétrica de fase dispersa, r4, ao longo de
2 tempos hidrodinamicos do canal.
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Figura 7.20: Componentes da velocidade na direcao (a) y, e (b) z, (c) energia cinética
turbulenta e (d) taxa de dissipacao de energia cinética turbulenta obtidos
ao longo das secoes A e B.

lembrar que, apesar da diferenca observada nos perfis da fracao volumétrica da fase
dispersa entre as diferentes malhas, o seu valor bulk é igual entre elas, a menos de
erros numeéricos, visto que em estado estacionario essa propriedade é necessaria para
garantir a conservagao de massa. De fato, as diferencas de ry entre as malhas 1 e 2
em relacao a malha 3 estdo na ordem de 1074

Os resultados mostrados anteriormente correspondem a pior situacao. Para os
casos pt2g4, ptdgl3 e pt7g2 obteve-se resultados mais concordantes entre as diferen-
tes malhas. Por exemplo, na Figura é ilustrado os perfis de r4 e dos diametros
médios para o caso ptdgl3. Os resultados mostram uma boa concordancia entre as
diferentes malhas. Levando-se em conta os resultados obtidos e o balango custo-
beneficio entre acuracia versus custo computacional, a malha 2 é a que se mostra
mais adequada. Os resultados apresentados daqui em diante foram todos obtidos

nessa malha.

Analise do Escoamento Multifasico Polidisperso

Uma andlise do escoamento serd apresentada somente para o caso pt6g7. Esse caso

foi o que se mostrou mais dificil de convergir. Por outro lado, foi o caso em que o
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Figura 7.21: Fracao volumétrica da fase dispersa e diametros médios de Sauter e De-
Brouckere obtidos ao longo da secao D para o caso pt6g7.

modelo homogéneo obteve os melhores resultados.

A Figura [7.23(a)| ilustra o grafico de contorno para a pressao, mostrando que
existe uma grande queda de pressao no acidente. Na Figura é possivel
observar as altas velocidades existentes nessa regiao devido ao estreitamento do
canal e, como consequéncia, sao observadas altas taxas de dissipacao de energia
turbulenta, como mostra a Figura Na Figura pode-se observar que
a viscosidade cinematica turbulenta atinge valores bastantes elevados somente na ou

logo apds a regiao do acidente.

As Figuras [7.24(a)| e [7.24(b)| mostram, respectivamente, as frequéncias de coa-

lescéncia e de quebra para a classe de gotas de menor tamanho. Para esta classe

de gotas, percebe-se que ocorre coalescéncia e quebra na regiao do acidente. Ja as

Figuras [7.24(c)| e |7.24(d)| mostram, respectivamente, as frequéncias de coalescéncia

e de quebra para a classe de gotas de maior tamanho. A coalescéncia dessa classe
de gotas acontece principalmente nas regioes anterior e posterior ao acidente. Esse
comportamento é causado pelo modelo de eficiéncia de coalescéncia. Isso mostra
que apesar das colisoes de gotas serem elevadas na regiao do acidente, elas nao sao
efetivas. Por outro lado, a quebra de gotas acontece principalmente no acidente,

onde sao observados os valores mais elevados da taxa de dissipacao de energia ciné-
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Figura 7.22: Fracao volumétrica da fase dispersa e didmetros médios de Sauter e De-
Brouckere obtidos ao longo da se¢ao D para o caso ptdgl3.

tica turbulenta. Dessa forma, percebe-se que os fenomenos de quebra e coalescéncia
ocorrem em regioes distintas.

A Figura [7.25] mostra as fragdes volumétricas e os diametros das duas fases

consideradas. Como pode ser visto nas Figuras|7.25(a)| e [7.25(b)|, os perfis de fracao

de fase sao bastante heterogéneos na regiao posterior ao acidente, existindo retengao

de gotas em algumas regioes. Analisando os diametros de cada fase ilustrados pelas

Figuras [7.25(c)| e [7.25(d), fica evidente que existe uma intensa quebra de gotas na

regiao do acidente.

Todos os resultados mostrados anteriormente nesta subsecao foram obtidos

negligenciando-se a dispersao de gotas (Sc'"® — o0). As Figuras [7.26(a)| e [7.26(b)|

mostram, respectivamente, os perfis de fracao volumétrica total de fase dispersa ne-

gligenciando e considerando a dispersio de gotas com Sc'r®

= 1. Como pode ser
visto, a inclusao da dispersao de gotas eliminou a heterogeneidade da fracao de fase

dispersa na regiao posterior ao acidente.

As Figuras|7.27(a)|e|7.27(b)| mostram, respectivamente, os resultados dos diame-

tros médios de Sauter para simulagoes negligenciando e considerando a dispersao de

gotas, enquanto nas Figuras|7.27(c)| e [7.27(d)| sao apresentados esses mesmos resul-

tados para o diametro médio de DeBrouckere. Percebe-se que existe um escoamento
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Figura 7.24: Campos estaciondrios das frequéncias de (a) coalescéncia e (b) quebra para

a classe de gotas menores e (c) coalescéncia e (d) quebra para a classe de
gotas maiores.
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Figura 7.26: Fracao volumétrica total de fase dispersa das simulagoes (a) negligenciando
e (b) considerando a dispersao de gotas.

heterogéneo para o caso em que a dispersao de gotas nao foi considerada, com gotas
maiores escoando no centro do canal.

Os resultados também mostram que no caso em que foi considerada a dispersao
de gotas existe um escoamento praticamente homogéneo dos diametros médios apos
o acidente. E possivel se observar também gotas com diametros elevados no vértice

formado logo apds o acidente. Isto acontece porque a coalescéncia é maior nessa
regiao, como foi mostrado anteriormente na Figura

Comparacao com Dados Experimentais

A Tabela [7.23] mostra os diametros médios de Sauter e DeBrouckere experimentais
e seus valores bulk na saida do canal preditos nas simulagoes negligenciando e con-
siderando a dispersao de gotas. Como pode ser visto, todos os valores de diametros
médios foram superestimados.

Contudo, a dispersao de gotas provocou uma diminuicao nos valores dos diame-
tros médios, melhorando a concordancia com os dados experimentais. Isso ocorre
porque a coalescéncia diminui, devido a sua dependéncia quadratica em relacao a

distribuicao numérica de gotas, f.
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Figura 7.27: Perfis dos diametros médios de Sauter para as simulagoes (a) negligenci-
ando e (b) considerando a dispersao de gotas e dos didmetros médios de
DeBrouckere (c¢) negligenciando e (d) considerando a dispersao de gotas.
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Tabela 7.23: Diametros médios, em pum, experimentais e seus valores bulk simulados.

Experimental Simulado - saida do canal
Caso Entrada Saida Sim. Sc¢! — oo | Sim. Sc! = 1.0
dzo dyz | dz2  dyg | d3o dy3 d32 dy3
pt2g4 | 48.3 108.5 | 10.2 18.0 | 13.4 18.5 12.5 18.0
ptdgl3 | 64.2 1179 | 104 175|174 23.8 16.1 22.8
ptbg7 | 74.6 139.5 | 20.5 28.0 | 21.6 30.0 20.2 28.8
pt7g2 | 16.4 234 | 6.98 10.7 | 9.17 12.4 8.62 12.1

Apesar dos diametros médios terem sido superestimados, os erros em suas predi-
¢oes foram aceitaveis quando comparados com a mudanca de seus valores provocada

pelo acidente. Esse desvio relativo foi calculado, para uma variavel genérica y, como

sendo: » exp
Z/gzm — You
%Ein,out<y) = | e:pi) — ezt; -100% (724)

onde os sobrescritos “sim” e “exp” correspondem, respectivamente, ao valor simulado
e experimental e os subscritos “in” e “out” correspondem aos dados obtidos na entrada
e na saida do canal, respectivamente.

Os desvios para o caso pt6g7 foram por volta de 0.5% e 0.7% para os diametros
médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente. Para o caso ptdgl3 os desvios
foram de aproximadamente 10% e 5% para os diametros médios de Sauter e De-
Brouckere, respectivamente. Estes desvios sao comparaveis aos do caso homogéneo
usado no ajuste dos parametros dos modelos das frequéncias de quebra e coalescén-
cia de gotas. Por exemplo, fazendo-se esta mesma andlise para o caso homogéneo,
usando o DQMoM-FC com N = 2, obtém-se desvios de 0.3% e 0.8% para os diame-
tros médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente, para o caso pt6g7. Para o

caso ptdgl3 os desvios sao de 8% e 2% para o dsy e dy3, respectivamente.

Caso Bivariado

Considerou-se uma das variaveis internas sendo o volume das gotas, v, e outra a
massa de um dos dois componentes que a compoem. Mais especificamente, é a
massa de sal, m, dissolvida nas gotas de dgua da emulsao.

Devido a inexisténcia de dados experimentais, a simulacao bivariada foi realizada
para um caso hipotético usando a condi¢ao experimental do caso pt6g7.

A area seccional da entrada (inlet) foi dividida em duas se¢oes. Numa com 40%
da area total de entrada as gotas de agua entram no dominio com concentragao
adimensional de sal unitaria e em outra, com o restante da area, as gotas de dgua
entram sem sal, isto é, com concentracao nula.

A distribuicao de tamanhos de gotas na entrada foi a mesma usada para o caso

monovariado. Somente momentos puros (independentes) foram usados no DQMoM-
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Tabela 7.24: Momentos e fatores de ponderacao usados. O primeiro indice do momento
esta relacionado a variavel volume, v, e o segundo a variavel massa de sal,
m, das gotas.

Hoo M1/30 M2/30 H10 Ho1/3 Ho2/3 Hoi
102 102 102 102 10! 10° 102

FC [211]. Portanto, a quadratura de dois pontos para o caso bivariado foi determi-
nado usando o seguinte conjunto de momentos {jto, f41/3 05 fh2/3 05 105 Ho 1/3, Ho 2/3
fo1}-

Para este caso bivariado, (2 + 1)N = 6 momentos sdo necesséarios para fechar
o sistema de equacoes do DQMoM-FC. Desse modo, existe um momento extra no
conjunto de momentos usado. Isso nao é um problema, considerando que o método
SVD foi usado para resolver o sistema linear de equagoes do DQMoM-FC. O SVD
exclui os momentos que possuem menor importancia ou fazem a matriz ficar singular.
Obviamente, alguns momentos como g, fo1 € ft1o ndao podem ser desprezados,
pois esses momentos estao relacionados a conservacao de nimero de gotas e as
massas de dgua e sal das gotas. Devido a isso, usou-se fatores de ponderagao para
prevenir que a SVD removesse alguns desses momentos. Mais detalhes podem ser
vistos na Se¢ao [6.8 e Apéndice [D] Os fatores de ponderagio usados para cada um
dos momentos estao definidos na Tabela [7.24] Como nao se tem conhecimento de
uma regra heuristica para obter os fatores de ponderacao, os valores apresentados
foram obtidos priorizando os momentos de baixa ordem e os momentos puros da
propriedade volume das gotas.

Naturalmente, os resultados para tamanhos de gotas sao idénticos aqueles obtidos
no caso monovariado, visto que a massa de sal nao afeta as frequéncias de quebra
e coalescéncia de gotas, conforme a modelagem dada na Segao [6.6] Dessa forma,
somente os resultados da concentracao de sal dissolvida nas gotas de agua serao
discutidos.

As simulagoes foram feitas usando a malha 2, negligenciando e considerando a

dispersao de gotas. As Figuras(7.28(a)|e[7.28(b)|mostram a concentragao, C', obtidas

no estado estacionario. A concentracao foi calculada por:

N
O — 2aziMala (7.25)

fovzl VaWq

Como pode ser visto, nao existe uma mistura das duas correntes na regiao an-
terior do acidente devido a natureza laminar do escoamento. Como ja havia sido
observado no caso monovariado, a simulacao que negligencia a dispersao de gotas
nao gera uma mistura homogénea na secao posterior ao acidente. Por outro lado, as
simulagoes que consideram a dispersao de gotas produzem uma boa mistura dentro e

apods o acidente, onde o escoamento é turbulento. Mesmo sendo um caso hipotético,
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Figura 7.28: Resultados para concentragao médssica (a) negligenciando e (b) conside-
rando a dispersao de gotas.

conclui-se que para este caso, a dispersao de gotas ¢ essencial para o modelo ser
capaz de simular uma misturacao suficiente para homogeneizar a concentracao de

sal na regiao posterior ao acidente.

7.3.6 Conclusoes - Duto com Acidente

O solver multiPhaseMultiVariatePbeFoan foi testado em diferentes casos no qual
emulsao de agua em o6leo escoa por um duto contendo um acidente.

Simulagoes de balango populacional homogéneo (0-D) mostraram que o DQMoM-
FC usando dois pontos de quadratura e momentos fraciondrios (m, = 3) consegue
resultados similares aos obtidos com o MoC.

Simulagoes de balanco populacional heterogéneo mostraram o problema do DQ-
MoM referente a conservacao de momentos. O mesmo caso foi simulado com o

DQMoM-FC e nao se observaram mais problemas com conservacao de momentos,
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indicando que o DQMoM-FC é que deve ser usado em casos de balanco populacional
heterogéneo.

Os modelos de quebra e coalescéncia de gotas propostos por MITRE et al. [2]
juntamente com o modelo de turbuléncia de dupla-camada conseguiram uma boa
representacao do escoamento polidisperso. Os valores bulk dos diametros médios
de Sauter e DeBrouckere preditos pelas simula¢oes PB-CFD mostraram uma boa
concordancia com os dados experimentais, considerando as incertezas existentes na
estimacao dos parametros dos modelos de quebra e coalescéncia.

Foram feitas simulagoes negligenciando e considerando a dispersao de gotas. Nas
simulagoes que foi negligenciado o efeito de dispersao de gotas obteve-se um escoa-
mento nao-homogéneo na secao posterior ao acidente, com gotas maiores escoando
na regiao central do duto. Para as simulacoes considerando a dispersao de gotas,
observou-se um escoamento homogéneo na regiao posterior ao acidente e uma pe-
quena diminuicao nos valores dos diametros médios, aumentando a concordancia
com os dados experimentais. Na simulag¢ao do caso bivariado a dispersao de parti-
culas foi fundamental para promover a mistura das correntes de agua doce e salgada
pela quebra e coalescéncia.

O uso do SVD mostrou ser de grande valia em simulacoes de balanco populacional

heterogéneo, principalmente para o caso bivariado.

7.4 Simulacao PB-CFD: Caso Multivariado

O caso mostrado nesta secao é similar ao caso da secao anterior, ou seja, também
corresponde a um escoamento de emulsao de dgua em 6leo através de um sistema
com perda de carga localizada. Contudo, foi considerado balango populacional he-
terogéneo trivariado com mais de uma varidvel interna afetando a interagao entre

gotas.

7.4.1 Definicao do Caso e Procedimento Numérico

Foi considerado uma das varidveis internas sendo o volume das gotas, v, a outra
sendo a massa de sal, mg, dissolvida nas gotas de agua da emulsao e, por fim, a
massa de um agente que favorece a quebra de gotas, m,, também dissolvido nas
gotas de agua da emulsao e referenciado como componente r.

Neste caso a turbuléncia no escoamento é gerada principalmente pelo acidente
e novamente uma geometria 2D foi considerada e usou-se o modelo de turbuléncia
de dupla-camada apresentado na Secao [6.7 Na Figura [7.29] é mostrada uma vista
esquematica detalhando as dimensoes da geometria. Foi assumido transferéncia

integral de flutuacao turbulenta da fase continua para a fase dispersa (C; = 1). O
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Figura 7.29: Vista esquematica com detalhes das dimensoes da geometria. Os parame-
tros L1, L2, L3, L4, L5, L6 e L7 correspondem a 1, 0,04, 0,5, 2, 0,15, 0,05
e 0,2 metro (m), respectivamente. E1, E2 e E3 correspondem as entradas
(inlet).

Tabela 7.25: Valores de velocidades nas entradas e parametros usados no calculo das
condigoes de entrada para as varidveis do modelo de turbuléncia.

Entrada |u| [m/s] I dj [m]

El 4 1% 02
E2 2 5% 0,04
E3 3 5% 0,04

coeficiente de arrasto foi calculado usando o modelo de SCHILLER e NAUMANN
[37] e os coeficientes de sustentagao e massa virtual foram considerandos constantes,
onde CL@ = CMV,a = 0,5

Na Figura[7.29, em E1 as gotas de dgua entram no dominio com concentragao de
sal unitaria e concentragao do componente r nula, em E2 as gotas de dgua entram
no dominio com concentracao de sal nula e concentracao do componente r unitaria
e em E3 as gotas de 4gua entram no dominio com concentracao de sal e componente
r nulas.

As caracteristicas e propriedades fisicas da emulsao correspondem as mesmas do
caso ptbg7 apresentado anteriormente e a configuracao numérica do caso foi a mesma
especificada na Segao [7.3.2] Por fim, na Tabela [7.25] sao dadas as especifica¢oes do
escoamento, como os valores de velocidades e os parametros usados no calculo das
condicoes de entrada para as variaveis do modelo de turbuléncia.

A distribuicao de tamanhos de gotas usada nas entradas E1, E2 e E3 corres-
ponde a mostrada pela Figura e somente momentos puros foram utilizados
no DQMoM-FC [211]. Usou-se o seguinte conjunto de momentos {/00, f41/300,
H2/3005 11005 H01/3 05 H0105 H001/3; loo1}, onde o primeiro indice do momento esta
relacionado a variavel volume, v, o segundo a varidavel massa de sal, mg, e o terceiro
a variavel massa do componente r, m,., das gotas.

O modelo usado para a eficiéncia de coalescéncia foi o de interface deformavel e
parcialmente mével [2]. Para a frequéncia de quebra dois casos foram considerados:
(i) Caso 1 - 0 modelo dado pela Equagao[6.57 e (ii) Caso 2 - uma modifica¢ao desse

modelo incluindo o efeito de um componente r que atua facilitando o processo de
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quebra de gotas. Nesse caso hipotético, a frequéncia de quebra é dada por:

4/5 3
b(d,) 1.24Cy\/ €0 /1y Ca?? (;Z—a) <103 Mre ~i) , para Cay > Cae
a) = n

Vo My
0, para Cay < Cagi

(7.26)

ou seja, a frequéncia de quebra depende da concentracao do componente r nas gotas

de emulsao, podendo ser mil vezes maior, em relacao ao modelo dado pela Equacgao

[6.57 em locais onde a concentragao do componente r é préxima a 1. Tem-se também
que O = fu100/ Hooo € M = fioo1/fooo com fiigg = 0,0717 € pigoy = 0,0717 kg m ™3,

Os parametros usados nos modelos de frequéncia de coalescéncia e quebra de

gotas foram os dados na Tabela [7.14] Também foi considerado a dispersao de gotas

usando Sctvrt = 1.

7.4.2 DQMoM-FC Multivariado

A malha utilizada possui 14k células hexaédricas. O y* médio e mdximo estao em
torno de 25 e 80, respectivamente. Devido a isso, usou-se nas paredes a condicao
n - Vky = 0 para a energia cinética turbulenta e a funcao de parede dada pela
Equacao [6.72] para a dissipacao de energia cinética turbulenta.

Na Figura sao ilustrados os perfis e algumas variaveis do escoamento para
o Caso 1. A Figura[7.30(a) mostra o perfil da magnitude da velocidade de mistura,
a Figura [7.30(b)| mostra o perfil da taxa de dissipagdo de energia turbulenta e a
Figura mostra o perfil da viscosidade cinematica turbulenta. Como pode
ser observado nesta ultima figura, valores elevados de viscosidade turbulenta sao
observados na regiao posterior ao acidente.

Os perfis das frequéncias de coalescéncia para as diferentes classes de gotas estao
ilustrados na Figura para o Caso 1. Como pode ser observado, as regioes mais
propicias para as gotas coalescerem ocorrem no acidente e na secao posterior ao
mesmo. Percebe-se também que existe alguma coalescéncia provocada pelas duas
entradas de fluido normais ao escoamento principal. Essas duas entradas geram
turbuléncia nesses locais, como pode ser melhor visto pela Figura .

As concentracoes de sal, Cs, e do componente r, C,, sao mostradas nas Figu-

ras [7.32(a)| e [7.32(b)|, respectivamente, para o Caso 2. Como esperado, observa-se

uma diminuicao da concentracao de sal na regiao apds o acidente, devido a mis-
tura da corrente de dgua salgada com as correntes de agua doce, e um aumento na

concentragao do componente 7.

Nas Figuras [7.33(a)| e [7.33(b)| sdo mostrados os perfis das frequéncias de quebra

para as classes de gotas menores e maiores, respectivamente, para o Caso 1. As

Figuras|7.34(a)| e [7.34(b)| mostram esta mesma analise para o Caso 2.
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média da mistura), (b) taxa de dissipagao de energia turbulenta e (c) vis-
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Figura 7.31: Campos estacionérios do Caso 1 para frequéncias das gotas (a) menores com
menores, (b) menores com maiores e (c) maiores com maiores coalescerem.
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Figura 7.32: Campos estacionarios das concentracoes (a) de sal e (b) do componente r
para o Caso 2.
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Figura 7.33: Campos estaciondrios para o Caso 1 das frequéncias das gotas (a) menores
e (b) maiores quebrarem.
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Figura 7.34: Campos estaciondrios para o Caso 2 das frequéncias das gotas (a) menores
e (b) maiores quebrarem.
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Como pode ser visto nessas figuras, houve um aumento localizado significativo
da frequéncia de quebra no Caso 2 devido a sua dependéncia com a concentracao do

componente 7, como pode ser visto pela Figura [7.35] que mostra os valores do fator

o g Mg D
multiplicativo 10° —— —.
Vo My

3 nlr.l v
10 vy T,
o |I|I|'nen|-02 [ xllllle+00 1.e+02
(a)
3 M.y D
10 vy N,
1.e-02 1.e+00 1.e+02

I [ ER A} ! LL LLL

(b)
Figura 7.35: Campos estaciondrios para o Caso 2 do fator multiplicativo da frequéncia

de quebra devido a sua dependéncia com a concentracao do componente r
para a classe de gotas (a) menores e (b) maiores.

Esse efeito do aumento da frequéncia de quebra pode ser visto nos diametros
médios de Sauter e DeBrouckere, comparando os perfis do Caso 1 com os do Caso
2, mostrados na Figura [7.36]

7.4.3 Conclusoes: Caso Multivariado

Um caso hipotético foi usado para testar o desempenho do solver multiPhaseMulti-
VariatePbeFoam em um problema de balanco populacional heterogéneo e multivari-
ado. O modelo de frequéncia de quebra foi modificado para considerar a dependéncia
com uma segunda varidavel, além do tamanho de gotas. Os resultados obtidos estao
de acordo com o esperado, isto é, a quebra de gotas foi bastante intensificada no

caso em que um agente que facilita o processo de quebra foi adicionado a emulsao.

7.5 Simulacao PB-CFD: Caso Bivariado usando

Momentos Mistos

Neste caso objetiva-se usar uma PDF bivariada que tenha dependéncia entre suas
variaveis. Um método de inversao que considera momentos mistos foi usado e mo-
mentos mistos também foram considerados na simulacao do balango populacional
pelo método DQMoM-FC.
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Figura 7.36: Campos estaciondrios para os diametros médios de (a) Sauter e (b) De-
Brouckere para o Caso 1 e (c) Sauter e (d) DeBrouckere para o Caso 2.

O caso base usado foi o pt9gll definido na Segao [7.3.1] ou seja, a geometria,
as caracteristicas da emulsao e do escoamento e as propriedades fisicas dos fluidos
foram idénticas ao caso pt9gll. De fato, a unica diferenca foi a distribuicao de
entrada alimentada e usada para obter a condi¢ao inicial e de contorno dos pesos e
abscissas. O procedimento numérico também foi igual ao descrito na Secao [7.3.2]
Similarmente ao caso apresentado na Secao[7.3.5] a drea seccional da entrada (inlet)
foi dividida em duas se¢oes, em uma com 40% da area total as gotas de dgua entram
no dominio com concentracao de sal unitaria e em outra, com o restante da area, as
gotas de agua entram sem sal, concentragao nula.

A distribuicao usada foi a bimodal com modos totalmente separados dada pela
Equacao 7.6 Usou-se uma discretizacao de 4 pontos obtida com o método PCA-
Opt?ZXz). Esse método conseguiu uma quadratura com acuricia de 3* ordem. A
discretizacao adimensional obtida esta dada na Tabela e ilustrada na Figura
[7.37 Os pesos e abscissas adimensionais foram obtidos da seguinte forma:

1
ﬁa:@va, fna:@mae Wo = — Wy (7.27)

H1o0 Ho1 Hoo
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3

Tabela 7.26: Discretizacao adimensional obtida com a PCA-Opt (2x2)

ilustrada pela Figura m

a Uy Me, We,
2,846 5,495 0,231
3,089 6,508 0,264
5,320 2,306 0,260
6,711 2,367 0,246

para a distribuicao

N R

Tabela 7.27: Momentos e fatores de ponderagao usados. O primeiro indice do momento
estd relacionado a varidvel volume, v, e o segundo a variavel massa de sal,
m, das gotas.

Hoo Hio Ho1 H20 H11 Ho2 H30 Ha1
5x 103 5x10° 5x102 6x10° 1x102 1x10° 3x10% 1x10!
H12 Ho3 Ha0 H31 H22 H13 Ho4 M50

1x10° 1x1071 1x10* 1x1071 1x1072 1x1072 1x107* 1x 10!

onde v, m e w sao, respectivamente, o volume da gota, a massa de sal dissolvida
na gota e o peso adimensional. Tem-se também que pgy = 3,386 x 10*2 m™3, yjo =
0,0734 e po; = 0,0734 kg m—3.

O conjunto de momentos e os fatores de ponderagao usados na solugao do sistema
linear do DQMoM-FC pela SVD estao dados na Tabela [7.27] Um peso maior foi
dado aos momentos de ordem mais baixa e também priorizou-se os momentos mais
relevantes para a varidvel volume das gotas.

Na Figura [7.3§ sao ilustrados os gréficos de evolucao temporal das abscissas

ponderadas normalizadas, r, = VoWs € Sq = MaW,, € 0 somatorio das mesmas para

3
PCA-Opt” - 2x2
f(x, X, P

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0

Figura 7.37: Funcao distribuicao e a discretizacao de 4 pontos obtida com o método

PCA-Opt,. ).
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(a) (b)
Figura 7.38: Evolugao temporal das abscissas ponderadas (a) volume e (b) massa de sal
das gotas.
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Figura 7.39: Perfis estaciondrios dos diametros médios de (a) Sauter e (b) DeBrouckere.

a simulacao do modelo homogéneo durante o tempo de residéncia do caso pt9gll
dado na Tabela Como pode ser visto, o somatorio das abcissas ponderadas
se mantém constante e igual a 1, mostrando que a massa total de fase dispersa e a
massa de sal nas gotas se conservam. Essa andlise mostra também que, ao menos
no caso homogéneo, o conjunto de momentos utilizados nao geram problemas de
quadraturas nao-realizaveis, ou seja, abscissas ou pesos negativos.

A simulacao do caso heterogéneo foi feita usando o mesmo conjunto de momentos
do caso homogéneo. Na Figura [7.39] é ilustrado os perfis dos diametros médios
de Sauter e DeBrouckere. Como pode ser visto, existe uma intensa variacao nos
diametros das gotas provocada pela quebra. A Figura [7.40(a)| mostra o perfil do
momento zero e deixa claro que existe um aumento consideravel do nimero de gotas
na secao posterior ao acidente. Por fim, na Figura é apresentado o perfil
da covariancia entre as variaveis na regiao do acidente, mostrando que a mesma
também é bastante afetada pelo acidente.

A partir dos resultados obtidos no caso analisado nesta se¢ao, conclui-se que a
metodologia de inversao de momentos apresentada anteriormente pode ser de grande

valia para ser usada na inicializacao do DQMoM-FC em casos onde ha a necessi-
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Figura 7.40: Perfis estaciondrios do momento (a) zero e (b) da covariancia entre as va-
ridveis.

dade de usar distribuicoes multivariadas que apresentam dependéncias entre suas

varigveis.
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Capitulo 8
Conclusoes e Sugestoes

O presente trabalho atingiu os objetivos pretendidos, que consistiam no desen-
volvimento e implementacao de uma metodologia para simulacao de escoamentos
multifasicos polidispersos multivariados. Dessa forma, trés grandes desafios foram
abordados: (i) inversdo de momentos multivariados; (ii) modelagem de escoamen-
tos multifdsicos e balango populacional; (iii) resolver de forma eficiente e acurada
problemas de balanco populacional heterogéneo.

Varios métodos foram analisados quanto ao desempenho de cada um para se
fazer a inversao de momentos multivariados para diferentes distribuigoes. Em geral,
os métodos conseguiram resultados melhores para distribui¢des do tipo unimodais.
Para fungoes multimodais todos os métodos apresentaram dificuldades em conse-
guir inverter com acuracia os momentos de alta ordem. O método PCA conseguiu
quadraturas com segunda ordem de acuracia. A ICA, proposta neste trabalho, tam-
bém mostrou ser de segunda ordem de acuracia, porém, foi mais robusta e mais
acurada que a PCA em alguns casos. O CQMoM foi bastante acurado mas apresen-
tou problemas relacionados a falta de robustez. Os métodos combinados ou hibridos
propostos, PCA-CQMoM e ICA-CQMoM, herdaram a acuracia do CQMoM e foram
mais robustos. Por fim, o uso de otimizagao global foi eficaz em aumentar a acurécia
das quadraturas obtidas pela PCA ou PCA-CQMoM. Dessa forma, recomenda-se o
uso dos métodos combinados, PCA-CQMoM ou ICA-CQMoM, para serem usados
conjuntamente com métodos que evoluem os momentos da PBE, como o QMoM,
por exemplo. Para métodos de momentos diretos, como o DQMoM ou DQMoM-FC,
recomenda-se o uso da PCA ou PCA-CQMoM seguido de um refinamento de solugao
usando otimizagao.

A solucao de problemas de balango populacional multivariado usando o método
DuQMoGeM e rotinas de integracao adaptativa gerou resultados satisfatorios para
os casos analisados. Ao contrario do QMoM, o DuQMoGeM néao precisa de uma dis-
cretizagao para se fazer a evolucao do conjunto de momentos. Esta ¢ uma vantagem

deste método, pois, como ja comentado, existe uma dificuldade associada a inversao
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acurada de momentos multivariados acima de segunda ordem. Neste caso, o erro
na inversao seria propagado para os momentos, levando a um actimulo crescente de
erro. No caso do DuQMoGeM isto nao acontece, pois a inversao é necessaria so-
mente para gerar a discretizacao para o acoplamento PB-CFD. O uso de integracao
adaptativa também permitiu um calculo acurado do termo fonte da PBE. Apesar
das vantagens em relacao a acuracia, o método se mostrou custoso para resolver
problemas multivariados. Possiveis melhorias no custo computacional podem ser
obtidas com a aceleracao do calculo das integrais multidimensionais. Outra possi-
bilidade seria usar a versao direta do método, ou seja, uma versao para evolugao
direta dos pesos e abscissas da distribuicao, necessitando, dessa maneira, uma unica
inversao de momentos multivariados para gerar a condicao inicial. Devido a isso, o
DuQMoGeM nao foi considerado como uma opcao viavel para simular os casos de
balanco populacional heterogéneo avaliados.

Simulacoes de balango populacional heterogéneo mostraram que o DQMoM apre-
senta problemas relacionados a conservagao de momentos. Devido a isso, o DQMoM-
FC foi usado nos casos de balanco populacional heterogéneo, o qual mostrou ser um
método conservativo e eficiente. A modelagem implementada previu resultados para
diametros médios de Sauter e DeBrouckere com uma boa concordancia com os da-
dos experimentais. Os desvios para o caso pt6g7 foram por volta de 0.5% e 0.7%
para os diametros médios de Sauter e DeBrouckere, respectivamente. Para o caso
ptdgl3 os desvios foram de aproximadamente 10% e 5% para os diametros médios de
Sauter e DeBrouckere, respectivamente. Simulacoes negligenciando e considerando
a dispersao de gotas mostraram que o termo de dispersao pode influenciar signifi-
cativamente nos perfis de fracao de fase e dos diametros médios. A dispersao de
gotas foi fundamental para promover a mistura das correntes de agua doce e salgada
pela quebra e coalescéncia no caso analisado. O uso da SVD também mostrou ser
de grande valia em simulacoes de balanco populacional heterogéneo, principalmente
para casos multivariados.

Por fim, o solver desenvolvido no software OpenFOAM, multiPhaseMultiVa-
riatePbeFoam, possui uma implementacao bastante genérica e estruturada, dando
flexibilidade e facilidade para futuras extensdes. A implementacao do método
DQMoM-FC foi generalizada para um numero qualquer de varidveis e para um
conjunto qualquer de momentos, inteiros ou fracionarios. A validacao da metodolo-
gia e da implementacao pode ser assegurada tendo em vista os resultados para os
diferentes casos apresentados.

Os seguintes topicos sao sugeridos para trabalhos futuros:

e Investigar outros métodos de ICA para serem usados na inversao de momentos

multivariados. Em especial, investigar o uso da ICA nao-linear.
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Analisar com maior profundidade a modelagem do termo de dispersao de par-

ticulas e investigar o seu efeito usando dados experimentais.

Estudar mais detalhadamente o tratamento da turbuléncia e das forcas inter-

faciais em escoamentos multifasicos.

Avaliar melhor o uso da SVD juntamente com fatores de ponderacao adequa-

dos.

Estender a modelagem e a implementacao do coédigo para tratamento de esco-

amentos multifdsicos nao-isotérmicos e compressiveis.

Estender o cédigo para tratar um nimero arbitrario de distintos fluidos disper-
sos numa fase continua. A PBE de cada um dos fluidos dispersos poderia ser
resolvida com um método a ser escolhido e usar diferentes modelos de interacao

particula-particula.
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Apeéendice A

Operadores no OpenFOAM

A Tabela mostra algumas palavras chave usadas no arquivo fvSchemes e os

respectivos operadores matematicos que as mesmas representam.

Tabela A.1: Operadores definidos no OpenFOAM.

Palavra Chave Categoria do termo Matematico
snGradSchemes Componente do gradiente normal a face da célula
gradSchemes Operador Gradiente V

divSchemes Operador Divergente V-

laplacianSchemes Operador Laplaciano V2
timeSchemes Primeira e segunda derivada temporal 9/0t, §*/0t?

Na Figura[A.T] é mostrada uma célula tipica resultante da discretizagao do domi-
nio. O ponto P corresponde a célula de interesse, o ponto N a uma célula vizinha,
f ¢é a face de comunicagao entre as duas células, d é o vetor de P até N e Sy ¢ um

vetor que representa a area da face.

Figura A.1: Discretizacao por volumes finitos (adaptado de RUSCHE [14]).
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A.1 Operador Gradiente

O gradiente é um operador que é avaliado sempre explicitamente podendo ser cal-

culado de diversas formas:

e Integracao Gaussiana: ¢ feita usando a fungao fvc::gGrad. A discretiza-

¢ao é obtida usando o método padrao de integragao Gaussiana no volume de

/wdvz/dsgp:Zsf@f (A.1)
14 S f

onde ¢ é uma variavel arbitraria e o sub-indice f corresponde a face da célula.

controle.

e Método dos minimos quadrados: a aproximacao por minimos quadrados
é feita usando uma fungao conhecida como fvc::1sGrad. A discretizacao é
feita calculando-se o valor do tensor G em todos os pontos P pela soma dos

vizinhos N:

G =) widd (A.2)
N

onde wy = 1/|d| é a funcao peso. O gradiente pode ser avaliado como:

(Vo)p =Y wiG ™ ed(on — ¢p) (A3)

e Método do gradiente normal a superficie: o gradiente normal a super-
ficie, ny+ (Vy)s, é avaliado nas faces das células. Dessa forma, ny é o vetor

normal a face da célula e:

(Vo) = % (A1)

Neste caso, o operador gradiente é chamado pela funcao fvc::snGrad. Um
termo de correcao para malhas nao-ortogonais pode ser introduzido. Para usar

o termo de correcao usa-se a funcao fvc: :snGradCorrection.

A.2 Operador Divergente

O operador divergente é um termo explicito. Sua integracao no volume de controle

e linearizagao ¢ feita por:

/V-cpdV:/dS-QOZZSfogof (A.5)
1% S f
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Ja o divergente advectivo é resolvido implicitamente. Para tal, o mesmo é inte-

grado no volume de controle e linearizado como:

[ etmpyav = [ as(pue) =378+ (o) (A6)

14 S f

O valor de ¢y pode ser calculado usando diferentes esquemas de interpolacao

disponiveis no OpenFOAM.

A.3 Operador Laplaciano

O operador Laplaciano fornece a integracao no volume de controle da expressao

mostrada a seguir:

/v.(rw)dvz/ dS«(TVp) => TS;+(Ve), (A7)
f

\4 S

A discretizacao do gradiente na face é totalmente implicita quando o compri-
mento d entre o centro da célula de interesse P e o centro da célula vizinha N é

ortogonal ao plano da face:

PN — @
Sy« (Vo) s =[Sy % (A.8)

No caso de malhas nao-ortogonais, um termo explicito adicional é introduzido,
o qual é calculado através da interpolacao dos valores dos gradientes no centro das
células, usando diferengas centrais. No trabalho de JASAK [L168] estd descrito mais

detalhadamente como este procedimento é feito no OpenFOAM.

A.4 Integracao Temporal

Para a derivada temporal de primeira ordem 0/0t a integracao é feita no volume de

controle da seguinte forma:

9
5 | PPdV =L(p) (A.9)

O termo ¢ discretizado no tempo usando:

e Valores novos: ¢" = p(t + At) para o passo de tempo que estd sendo resol-

vido.

e Valores do passo anterior: ¢° = () valor do passo de tempo anterior.
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e Valores de dois passos anteriores: ¢ = ¢(t — At) valor do passo de

tempo anterior ao ultimo passo de tempo.

Os esquemas Euler implicito e explicito e o método de Crank-Nicholson sao dados

por:

gOn _ (,00
At

onde o método de Euler implicito e explicito sao obtidos usando 8 = 1 e 8 = 0,

— OL(¢") + (1 - )L(¢") (A.10)

respectivamente. Estes dois métodos sao de primeira ordem. O método de Crank-
Nicholson é obtido usando 6§ = 1/2. Este por sua vez é um método de segunda ordem
[164]. No OpenFOAM a implementacao do método Crank-Nicholson é diferente da
forma geral colocada acima. Existe um parametro que pondera entre os método
de Crank-Nicholson e Euler implicito. Crank-Nicholson puro é obtido usando va-
lor do parametro igual a 1 e Euler implicito é obtido usando valor zero. Valores
intermediarios correspondem a uma mistura desses dois métodos.

O esquema de diferencas backward é de segunda ordem. Este esquema usa dois
passos de tempo anteriores ao passo atual para o cdlculo e necessita guardar uma
maior quantidade de dados, se comparado com o método de Euler implicito. Assim,
este método ¢ dado por [164]:

3¢n . 4%00 + C,OOO
= L(p" A1l
N (") (A.11)

A.5 Outros Operadores auxiliares

Além dos operadores diferenciais comentados no item anterior existe ainda uma

grande diversidade de operadores auxiliares como, por exemplo:

e Operador interpolationSchemes: ¢é usado para realocar a posicao de um
campo, por exemplo, interpolar os valores de um campo do centro para a face

das células.

e Operador fluxRequired: esse operador informa quais variaveis dependem do
fluxo para serem determinadas. Por exemplo, em muitos algoritmos de solucao
de problemas de fluidodinamica computacional existe a necessidade de se gerar
o fluxo logo apds se resolver a equacao da pressao para posteriormente se

executar o passo seguinte do algoritmo.

e Operador surfaceIntegrate para calcular a integral sobre uma superficie.
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Apéendice B

A PCA aplicada a um Conjunto
de Dados

Considere um conjunto de n amostras de dados com dimensao h, cada uma delas
representada pelo vetor x € R". Em geral n >> h. A média destes conjuntos de

dados é facilmente calculada por:

1 n
p=lwl w == (B.1)
i=1
onde z;,7 = 1,...,h sao as componentes de x, cada qual representando o valor

de uma das variaveis observadas. Usando a média, o conjunto de dados pode ser
facilmente centrado:
X=X—p (B.2)

onde X é o vetor de dados centrados, isto é, o valor médio de cada variavel é nulo.
Note que a operacao descrita pela Equacao nao altera a covariancia dos

dados. Isto pode ser visto definindo a matriz de dados h X n como:
X = [&i[%ol .. . [%,] (B.3)

que permite escrever a matriz de covariancia h x h dos dados X como:

n

(e L I T

S =

que, portanto, ¢ igual a covariancia dos dados x.

Cada elemento da matriz X ¢ é a covariancia entre um par de varidveis. A
covariancia de uma varidavel com ela prépria é a sua variancia, a qual representa
uma medida de quao dispersos estao os dados em relacao a média daquela variavel.

Uma covariancia positiva entre duas variaveis indica que ambas crescem juntas, ja
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uma covariancia negativa indica que enquanto uma variavel cresce a outra decresce.
Quanto maiores esses valores, em modulo, mais significativo sera o acoplamento
entre as diferentes diregoes.

Deve-se notar que X é uma matriz simétrica positiva semi-definida, pois

1 pew 1 1 ~
alS a = aTXX ' a = ———b'b= ——|b| >0, YacR", b= X' a
n — n —

n—1
(B.5)

Por ser real e simétrica, ¥ ; tem sempre h autovetores linearmente independentes

que podem ser feitos ortonormais entre si e, portanto, sempre pode ser diagonalizada

através de uma matriz unitaria (ou ortogonal) G (G~ = G*, GT'G =1):
2:=G'DG ou D=GXZ;G" (B.6)

sendo as linhas de G os auto-vetores ortonormais de 3 ¢ e D é a matriz diagonal que
contém os autovalores de X ¢ correspondentes. Como X ¢ é positiva semi-definida, os
autovalores sao sempre nao negativos. Note que a transformacao dada pela Equagao
pode ser obtida através da decomposigao em valores singulares [218, 220] (ver
Apéndice DJ).

Uma matriz unitdria representa uma rotacao de corpo rigido sem (det(G) = 1)
ou com reflexio (det(G) = —1) de eixos. E possivel verificar que as direcdes dadas
pelos autovetores de X sao as direcoes das componentes principais aplicando a

matriz de rotagao G ao conjunto de dados, pois, se:
z=GX ou Z=GX (B.7)

entao ) )
77" = GXX'G"=GZ;G" =D (B.8)

., =
Z n—1 n—1

que mostra que as variaveis z estao descorrelacionadas. A transformacao da PCA se
completa através da ordenacao das diregoes da ordem decrescentes das variancias,
isto ¢, dos autovalores de X ¢. Isto pode ser representado por uma matriz de per-
mutacao, P, que é uma matriz unitaria que contém apenas um elemento nao nulo e
igual a um em cada linha e cada coluna. Permitindo que o elemento nao nulo seja
-1, a matriz P pode representar também uma reflexao do eixo coordenado. Assim,
definindo y = Pz, tem-se:

y = PGx = Hx (B.9)

Note que a permutacao nao interfere na diagonalizacdo da matriz de covariancia,

pois
D = PDP" = PGXZ;G'"P" =HX;H" ou X;=H'DH (B.10)
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onde D é a matriz diagonal com os autovalores ordenados em ordem decrescente
e as linhas de H sao formadas pelos autovetores correspondentes nesta ordenagao.
Desta forma, H é a transformada de Hotelling. Se as ultimas linhas de H, que sao
os auto-vetores correspondentes a autovalores nulos ou de baixa magnitude, foram
feitas nulas, a Equacao pode efetivamente gerar um vetor transformado y com
dimensao menor que h.

Considere agora a decomposi¢ao em valores singulares da matriz transposta dos

dados centrados, XT, n x h, dada por:
~ T T
X =UCV (B.11)

onde U é uma matriz ortogonal n x h, V é uma matriz ortogonal h x h e C é uma
matriz diagonal h X h com os valores caracteristicos de X7, ordenados em ordem

decrescente de magnitude. Logo,
(n—1)Tz = (UcVT) ucvT = veuTucv” = veev” = verv? (B.12)

Comparando as Equacoes e (B:12), fica claro que V=H" e (n — 1)D = C?,
de forma que a transformada de Hotelling pode ser diretamente obtida dos dados
centrados.

Resumindo, o método de PCA transforma o vetor x no vetor y € R™ para
m < h projetado nas m direcoes ortogonais de maior variancia, ou seja, as com-
ponentes principais. Como os dados estao descorrelacionados nas coordenadas das
diregoes principais, eles podem ser representados de forma mais clara e concisa. Ou-
tra vantagem de descorrelacionar os dados é a possivel reducao da dimensionalidade
dos dados pois, em geral, grande parte da variancia dos dados é explicada por um
nimero reduzido de componentes, sendo possivel descartar as restantes sem grande
perda de informacao. A PCA ainda fornece uma medida da quantidade de informa-
¢cao que é perdida quando uma direcao é descartada. Como a PCA é um método
que usa estatisticas de segunda ordem, os dados serao tanto melhor representados
quanto mais se aproximarem de uma distribuicao do tipo normal, tendo em vista
que as estatisticas de segunda ordem sao suficientes para representar este tipo de
distribuicao.

O procedimento para a aplicacao da PCA sobre um conjunto de dados pode

entao ser resumido nos seguintes passos.
e Obter as n amostras de dados x com dimensao h.
e (Calcular a média dos dados p.

e Subtrair a média dos dados para obter um novo conjunto de dados centraliza-
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dos X, etapa conhecida como centering.

Calcular a matriz de covariancia dos dados centralizados 3 ¢ com dimensao
h x h.

Calcular a matriz de autovalores D e de autovetores G da matriz de covarian-

cla.

Obter a matriz da transformada de Hotelling, H, que nada mais é que ordenar
os autovetores que compoem as suas linhas na ordem decrescente de seus au-
tovalores. Dessa forma, as linhas dessa matriz correspondem aos autovetores
da matriz de covariancia arranjados de tal forma que a primeira linha contém
o autovetor associado ao maior autovalor e assim sucessivamente até que a
ultima linha corresponda ao menor autovalor. O uso de um método como a
decomposicao em valores caracteristicos ja devolve os autovetores ordenados na

ordem decrescente dos autovalores, nao sendo necesséria esta etapa [218], [220].

Aplicar a transformada de Hotelling sobre os dados para obter o novo conjunto
de dados, y, descorrelacionados, onde y = Hx = H(x — p). Essa transforma-
¢ao mapeia os valores de x em valores de y cuja média é zero e cuja matriz de

covariancia é diagonal.

A reconstrucao de x a partir de y é dada por x = H'y + p. Uma reducéo de
dimensionalidade dos dados pode ser obtida utilizando somente os autovetores
que representam as direcoes com as maiores variancias, isto é, descartando-se

a informacao contida nas dltimas colunas da matriz H” .
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Apendice C

Fundamentacao tedrica da ICA

C.1 DMedidas de nao-Gaussianidade

O afastamento de uma distribuicao da Gaussiana correspondente com a mesma
matriz de covariancia é funcao das estatisticas de ordem superior a 2, que sao mais

compactamente representadas pelos chamados cumulantes, que serao vistos a seguir.

C.1.1 Cumulantes

Os cumulantes foram inicialmente introduzidos na area da astronomia, pelo ma-
tematico Thorvald N. Thiele (1838-1910) que os denominou semi-invariantes. Em
alguns trabalhos antigos os cumulantes sao também designados de momentos cumu-
lativos [231, 275H278]. Os cumulantes possuem relacao direta com os momentos e,
de forma geral, os cumulantes de qualquer ordem podem ser obtidos a partir dos
momentos de até mesma ordem e vice-versa. Os cumulantes sao uma alternativa
aos momentos para representar as estatisticas de uma distribuicao e, em geral, os
calculos estatisticos ficam mais simples quando feitos usando os cumulantes.

Para um distribuicao monovariada normalizada de uma tnica variavel real x, o

cumulante de ordem £ é definido por [217]:

Rk

1 [0V, (w)
_E{WLZO’ k=12 ... (C.1)

onde U, (w) é a fungao geradora de cumulantes que é dada por:
U, (w) = log[M,(w)] (C.2)

onde M, (w) é a funcdo geradora de momentos que, para cada nimero real w, é dada

por:

M,(w) = E {e"*) = /_oo ¢ £ () da (C.3)
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Os cumulantes podem ser calculados a partir dos momentos da distribuicao nor-

malizada (pp = 1) através do determinante

M1 1 0
1
0
T L (C.4)
[k (kgl)/ﬁk—l ()

ou através da seguinte recursao:

k-1

k—1

/ﬁk:,uk—Z(i_1>m,uk_i, k=1,2... (C.5)
i—1

Assim, os 4 primeros cumulantes sao dados por:

Kl = [ (C.6)
Ko = i — 1} (C.7)
K3 = fig — 3ppy + 24 (C.8)
Ko = g — Apapn — 3p3 + 120003 — 6y (C.9)

Os cumulantes de ordem k > 2 sao mais simplesmente obtidos a partir dos momentos

centrados, fi;,7 < k, pois:

= ~
/fk:,uk—z . Kiflg—i, k=2,... (C.10)

, 1—1
=2

que permite escrever:

Ro = ﬂg (Cll)
KRy = /13 (C12)
Ky = fig — 3fi (C.13)

Dessa forma, o k-ésimo cumulante é funcao dos momentos até a ordem k, e vice-
versa.
Representando como rg(z) o cumulante de ordem k para a distribuigdo na va-

riavel x, podemos escrever as seguintes propriedades interessantes dos cumulantes:

e Invariancia quanto ao deslocamento da origem (semi-invariancia):

ki(z+a) = k(z)+a

mr(m+a) = ) k> 2
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e Homogeneidade ou multilinearidade:

kp(ax) = oF k()
e Aditividade para variaveis independentes x e y:

rr(T +y) = kr(x) + K (y)

C.1.2 Excesso de Curtose

Existem diversas medidas que podem ser usadas como estimadores da nao-gaussia-
nidade. A curtose (kurtosis) é uma medida classica de ndo-gaussianidade e é uma
das medidas mais amplamente usadas para a busca dos componentes independentes
[227]. A curtose de uma distribui¢ao normalizada de uma tnica variavel é igual ao
seu cumulante de quarta ordem. E comum também encontrar na literatura o termo

excesso de curtose:

Ryq 22
Vo= — == — (C.14)
Ky i3

onde a notacao v é usada na literatura para representar o excesso de curtose, uma
vez que existe também uma outra quantidade, dada por =, que estd associada
a medida da assimetria (skewness) de uma distribuigdo. Como uma distribui¢ao
Gaussiana apresenta iy = 3/i3, o excesso de curtose de uma PDF Gaussiana é nulo,
mostrando que seu valor mede a nao-Gaussianidade de uma distribuicao.

Uma curtose elevada significa pouca flutuacao dos dados, ou seja, estao mais pro-
ximos a média. Valores de curtose baixos significam que os dados apresentam um
grande nivel de variancia, estao mais distantes da média. A Figura mostra trés
distribuicoes com diferentes valores de curtose. A diferenca entre as curvas pode ser
explicada pelos diferentes valores de excesso de curtose que cada distribuicao possui.
Quando o excesso de curtose é nulo a distribui¢ao é chamada de mesocurtica (me-
sokurtic). Um excesso de curtose positivo significa que a distribuigao possui uma
cauda mais significante que uma distribuicao normal e é chamada de leptocurtica
(leptokurtic). Ja um excesso de curtose negativo significa que a distribui¢ao pos-
sui uma cauda menos significante que uma distribui¢ao normal sendo chamada de

platicirtica (platykurtic).

C.1.3 Cumulantes de Distribuicoes Multivariadas

A definicao de cumulantes pode ser generalizada para funcoes multivariadas. Para
os propésitos deste trabalho, é suficiente saber que os cumulantes de ordem s de

funcoes multivariadas, © € R" podem ser representados por tensores, K, da mesma
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Normal-Mesokurtic (()) ——
Sub-Gaussiana-Platykurtic (-)
Super-Gaussiana-Leptokurtic (+) =

7
LT
et h

) Raaay,

Figura C.1: Distribuigdes com diferentes niveis de curtose.

ordem em um espaco de dimensao h, podendo ser representado através dos tensores
dos momentos centrados de até mesma ordem, T. Por exemplo, os cumulantes de

segunda, terceira e quarta ordem sao expressos por:

Kz’jk = C’um(xi,xj,xk) = ,Tijk (016)
Kijw = Cum(z;,xj, vp, 1) = Tijig — 13T — T T — TuTje (C.17)
onde i, j,k, [ =1,..., heX; sao os componentes da matriz de covariancia. Note que,

tal como os momentos, os tensores dos cumulantes sao simétricos, pois seus elementos
com os mesmos valores dos indices em qualquer ordenacao sao iguais. Além disso,
eles também satisfazem relagoes de multilinearidade para qualquer transformagao
linear invertivel, x’ = Ax, como, por exemplo, para o cumulante de quarta ordem
[275):
h
Kpop = Y AniAnj Aok Ay Kijp (C.18)

mnop
i7j7k7l:1

Além das propriedades representadas acima, cabe destacar que:

e 0s componentes do vetor de variaveis x sao independentes se, e somente se, os
cumulantes cruzados ou misturados, isto é, que tem pelo menos dois indices

com valores diferentes, sao nulos, e
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e quando uma distribuigao tende a uma normal (Gaussiana), os cumulantes de
ordem maior ou igual a 3 podem ser desprezados (sdo nulos), enquanto que os

momentos de mesma ordem nao.

Desta forma, a nao-Gaussianidade estd associada a existéncia de cumulantes nao
nulos de ordem maior ou igual a 3 e a independéncia das variaveis leva a nulidade

dos seus componentes cruzados.

C.2 Fundamentos da Teoria da Informacao

A teoria de informacao sustenta que a informacao ganha com a realizacao de um

evento, I(xy), estd relacionado com a probabilidade do mesmo ocorrer, p, ou seja:

zum:m&i):4me (€19

onde a base logaritmica define a unidade da informagao, isto é, se a base for 2 a
unidade sera bits. Logo, quanto mais raro é o evento, maior a informagao contida no
mesmo. Ja a entropia absoluta de uma variavel aleatoria discreta é uma medida da
quantidade média de informagcao transmitida por mensagem H, = E[I(z)] [226].

Para distribuicoes de densidade de probabilidade, define-se a entropia diferencial
como [226]:

=(f) = ~E{ln[f6a)]} = = [ ) I [£x)) dx (C20)
que tem algumas propriedades interessantes:

e invariancia quanto a translacao:
E(fx+e) = E(fx) (C.21)

e transformagao linear:

=(fae) = E(f) + In| det A (C.22)

e a distribuicao Gaussiana tem entropia maxima:

E(dx) = E(fx) (C.23)

onde ¢x é a distribuigao Gaussiana multivariada com matriz de covariancia,

3, igual a de fx, sendo que ambas tem média nula. Neste caso, a Gaussiana
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com h varidveis é expressa por:
1
D (x) = (27) % (det ) exp (éxTElx) (C.24)
e sua entropia diferencial é dada por:

=(6,) = %{h 1+ In(2m)] + In det 2} (C.25)

Portanto, a distribuicao Gaussiana é a distribuicao menos estruturada ou mais
randomica possivel entre todas as distribui¢coes com a mesma matriz de covariancia,
apresentando a maior entropia possivel. Isto permite usar a nao-gaussianidade como
medida de entropia. Desta forma, é natural definir a negentropia como o quanto a

distribuicao se afasta da Gaussiana correspondente por:

J(fX) = E<¢X) - E(fX) (C‘26)

de forma que J(fx) > 0, s6 sendo nula para as distribuigdes Gaussianas [227] corres-
pondentes. Além disso, devido a Equagao [C.22] a negentropia é invariante em uma
transformagao linear de coordenadas que seja invertivel [223].

A teoria da informagao também define a chamada informagao mutua entre duas
variaveis vetoriais randomicas, x e y, como sendo a diferenca das entropias dife-
renciais das distribui¢oes de probabilidade fyx(z) e fx(x|y), onde esta tltima é a
distribuicao de probabilidade condicional de x com y conhecido [226]. Usando a

definicao de entropia diferencial, pode-se escrever:

fx(xly)
f«(%)

I(fur fy) = Z(fu) — S ) = / / fey(5,¥) 1n{ }dxdy (C.27)

Como fxy(x,y) = fx(x|y)fy(¥), pode-se facilmente provar que

I(fx fy) = E(fx) = Elfxy) = E(fy) = Elfyix) = E(fx) + E(fy) = E(fxy) (C.28)

e, portanto, I(fx, fy) = I(fy, fx). Além disso, verifica-se que I(fx, fy) > 0, s6 sendo

nula se as variaveis sao independentes.

C.3 Medidas de Independéncia de Variaveis

O ponto chave nos algoritmos de ICA ¢ a definicao de uma medida que informe o
grau de dependéncia entre diferentes variaveis aleatérias. Ha vantagens em trabalhar
com dados ou distribui¢oes com média nula (centrados), o que vai ser admitido de

agora em diante.
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Da secao anterior, fica claro que a medida mais direta de independéncia entre si
das variaveis x;,7 = 1,...,h que compoem o vetor X, cuja distribuicao de densidade
de probabilidade é dada por f(x), é a informa¢do mitua entre a mesma e o pro-
duto das distribuicoes marginais de densidade de probabilidade para cada uma das
variaveis, f,,(x;),i=1,...,h [223] 226]:

I(fe) = / £(x) In (ﬂ”) dx (C.29)

f(x)
onde

£ =[] Sl (C:30)

fxl(:v,):/f(x) dx (C.31)

sendo que X nao contém a varidvel z;. Usando a Equacao a Equacao

pode ser escrita como:
h

I(f) =Y E(fe) = E(fx) (C.32)

i=1
Utilizando a defini¢ao de negentropia, Equacao [C.26, e a Equacao [C.25] pode-se

escrever:

h h
1 [, o
I(fy) = J(fx) — J(fe,) + =1 =12 C.33
() = 1) = 3o J(fa) + 310 | G2 (C.33)
onde o; sao as variancias das distribuigoes f,,, 7 = 1,..., h, que sao iguais aos termos

da diagonal de X, isto é, 0; = X;;. COMON [223] mostrou que a condi¢ao necessaria
e suficiente para que o dltimo termo da Equacao [C.33] se anule é que a matriz de
covariancia seja diagonal. Isto pode ser facilmente obtido trabalhando-se com dados

ou distribuicoes branqueados, conforme visto na proxima secao.

C.4 Branqueamento de Dados e Estatisticas

O processo de branqueamento dos dados ou distribuicoes equivale a utilizacao de
distribui¢oes em varidveis padronizadas, isto é, com média nula (centrada) e com
a matriz de covariancia igual a identidade. Tal condicao ¢é obtida centralizando os
dados, Equacao [B.2] ou as distribuigoes, Equagao [5.8], calculando a matriz de covari-
ancia, Equagao[B.4ou Equagao[5.10] e diagonalizando usando a SVD, conforme visto
na Equacao que define a transformada de Hotteling, H, e a matriz diagonal

com os valores caracteristicos em ordem decrescente de valor, D. A transformagao
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linear que branqueia os dados e distribuicoes é dada por:
W =H’D ’H (C.34)
e os dados branqueados sao dados por:
b=Wx ou B=WX (C.35)
Nota-se que a matriz de covariancia dos dados branqueados é dada por:
! BB - L wxx'w’

- W=, W’ = H'D /*HH’DH (HTD*” 2H) —1

Xy =

e que, para uma transformacao linear qualquer, z = Ab ou Z = AB

1 1
777 =

n—1 n—1

¥, = AB (AB)" = A AT = AAT (C.37)

Portanto, para que o vetor z pertenca ao espaco das distribuigoes de probabilidade
padronizadas, que tem variancia unitaria, é necessario e suficiente que a transforma-
cao linear seja ortogonal, uma vez que QQ’ = 1.

A transformacao da matriz de covariancia dada pela Equacgao pode ser
generalizada para as estatisticas de ordem superior de acordo com a multilinearidade
dos tensores de momentos ou cumulantes. Por exemplo, para o cumulante de quarta

ordem:

h
Koy = Y WiniWa Wor Wi K (C.38)

mnop ~
iajzkzlzl

Nota-se que, de acordo com as Equacoes e [C.22) a entropia dos dados
brancos é dada por:
=(fp) = E(fz) + In | det W| = Z(fx_p) + In|det D™?| = Z(f,) + In| det D7
(C.39)
ja que |detH| = 1. Desta forma, a negentropia nao é alterada no processo de

branqueamento, pois ¢ e fyx tem a mesma matriz de covariancia:

J(fo) = E(dn) = E(fb) = El¢x) = Z(fx) = J(fx) (C.40)

Da mesma forma, a negentropia nao muda na aplicacao de uma transformacao or-

togonal, Q, sobre os dados branqueados

J(fz2) = J(fo) = J(fx), z=Qb (C.41)
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pois |det Q| = 1. Usando a Equagao pode-se assim calcular a informacao
mutua da distribuicao de probabilidade z = Qb por

h h

I(f)) = J(fo) =D _J() = T(fx) = Y J(f2) (C.42)

C.5 Funcoes Contraste

Como critério para a aplicacao da ICA; COMON [223] definiu que a fung¢do contraste,

(), precisa ter as seguintes propriedades:

e ser invariante a uma permutacao das varidveis (multiplicacdo de x por uma
matriz de permutagao, P), isto é, Q(fx) = Q(fpx),

e ser invariante a um escalonamento das varidveis (multiplicacdo de x por uma
matriz diagonal, A), isto é, Q(fx) = Q(fax), €

e se x = Ms, sendo s o vetor de componentes independentes e M uma transfor-
magao linear invertivel, entao Q(fx) < Q(fms), isto é, 0 maximo da fungao é

obtido para os componentes independentes.

As duas primeiras condicoes indicam que o problema de se achar as direcoes inde-
pendentes, s, a partir do vetor de varidaveis x, nao é Unico pois se s é uma solucao
que maximiza Q(fms), APs também o é.

Como I(fx) > 0, s6 sendo nula se as varidveis sao independentes, o seu nega-
tivo é um candidato natural para ser uma funcao contraste. Como no problema de
separacao de fontes desconhecidas nao se sabe nem a intensidade das fontes e nem
a matriz de mistura, é razodavel realizar a minimizacao da informacao mutua res-
trita ao espaco das distribuigoes padronizadas ou dados branqueados. Além disso,
a ordenacao das variaveis através da magnitude dos valores caracteristicos e o es-
calonamento dos mesmos para terem uma matriz de covariancia unitaria elimina a
multiplicidade de solucoes devido a escalonamentos e permutacoes de variaveis.

Assim, COMON [223] mostrou que uma fun¢do contraste pode ser definida como:

Qfx) = —1(fa) (C.43)

onde
z=Qb, b=Wx=W(x—pu) (C.44)

e Q é uma transformacao ortogonal. Nota-se que no espaco das distribuigoes padro-
nizadas a variancia tem que se manter como uma matriz unitaria sob uma trans-

formacao linear, de forma que as transformagoes lineares possiveis sao ortogonais,
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como mostrado na Equacao [C.37] Usando Equagao [C.42] temos:

h

Qf) =D J(f) = I (f) (C.45)

i=1

Esta funcao nao pode ser usada diretamente no processo de maximizacao de €2 por-
que as distribui¢oes nao sao conhecidas, muito embora seja claro que a negentropia
dos dados observados, J(fx), seja uma constante. Porém, a distribuigdo de uma va-
ridvel padronizada, f(z), onde z é a soma de m varidveis randomicas independentes,
pode ser expandida em torno da Gaussiana multivariada de covariancia unitaria.
Usando esta expansao, a negentropia da distribuigao, J(f,), pode ser aproximada
por [223]:

J(f.) = (4/<;3 + K3+ Trs — 6r3K4) + O(m™?) (C.46)

onde K3 e K4 sao, respectivamente, os cumulantes de terceira e quarta ordens da
distribui¢ao f(z). Usando esta aproximagao, a Equagao pode ser aproximada

por:

h
1
Qf) » 43 > (4K + Ky + TK, — 6K, Kiii) — J(fx) (C.47)
=1

onde K;; e K;;; sao, respectivamente, os cumulantes marginais de terceira e quarta
ordens da distribuicao da varidvel padronizada z = Qb, isto é, os elementos da
diagonal principal dos tensores cumulantes de terceira e quarta ordem definidos por
Kij. 4 = Cum {z, Zjyeens zq}. Deve-se notar que estes tensores cumulantes satisfa-
zem a relacao de multilinearidade, isto ¢, se ();; representa as componentes da matriz
de rotagao, Q, e Kj; , = Cum{b;,bj,...,b,}, entdo:

zjk— Z le@ijkT‘ pqr (C48)
p,q,r=1
(§]
z]kl — Z szQ]qrile pqrs (049)
p,q,r,5=1

Assim, como J(fx) ¢ constante, a maximizacao de Q( fx) é aproximadamente obtida

pela maximizacao do funcional:

1)

h
= (4K}, + Ky + TK, — 6K, Kiii) (C.50)
=1

Entretanto, embora a informagao mutua dada pela Equacao seja uma funcao
contraste, nao ha prova que o funcional ¥(Q) o seja. COMON [223] demonstrou

que os seguintes critérios, baseados em simplifica¢oes da Equacao [C.50] sdo fungoes
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contraste:

v(Q) = KL (C51)

onde K ; sao os elementos da diagonal principal dos tensores cumulantes de ordem
r > 2. Particularmente, se » > 3, o critério discrimina vetores de varidaveis com
no méximo um cumulante marginal de ordem r nulo. Como a independéncia das
h variaveis é equivalente a independéncia das combinacoes destas variaveis duas a
duas, COMON [223] propos um algoritmo iterativo de maximizacao de qualquer
funcao polinomial envolvendo cumulantes e usando rotagdes no plano (Segao .

Como o somatério dos quadrados de todos os componentes do tensor Kj; , ¢é
constante sob a aplicacdo de uma transformagao ortogonal, & maximizagao de ¥(Q)
dada pela Equacao equivale a minimizagao do somatorio dos quadrados dos

cumulantes cruzados, isto é:

h h
max V(Q) <= min { Z K .- Z Kfll} (C.52)
i=1

iaj7~~-7q:1

Uma vez definida a matriz ortogonal Q, chamada aqui de matriz R que rotaciona

z para que suas diregoes sejam independentes, a Equagao [C.44] permite escrever que:
s=Rz=RWx=RW((xx—u) = S=RW (C.53)

que define a matriz de separacao S da ICA.

C.5.1 Funcao Contraste de Cardoso e Souloumiac

CARDOSO e SOULOUMIAC [229], por sua vez, propuseram a seguinte func¢ao de
contraste: .
‘I/(Q) = Z Kz‘Qikl (0-54)
ik l=1
onde Kjji; é o cumulante de quarta ordem do vetor de varidveis branqueadas, z. A
maximizacao do contraste dado pela Equagao ¢é equivalente a minimizacao dos

cumulantes cruzados com os dois primeiros indices diferentes:
h
: 2
min g K (C.55)
idk1=1,i]

Nota-se que para k e [ fixos, Kjjj ¢ uma matriz e a maximizacao dos elementos
contidos na Equagao ¢ equivalente & sua diagonalizacao. Foi esta equivaléncia

que levou os autores a proporem esta funcao contraste.
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Considere uma matriz qualquer A. Entao, a expressao

h
C.(A)=0Cj; = Z Kiji Aw (C.56)

k=1

define uma matriz C, a partir dos cumulantes de quarta ordem da variavel z. Con-
sidere a matriz eye], onde e, = [ex,], exp = Okp, isto é, é o vetor com componentes
nulas exceto para a linha k, cujo valor é unitario. Entao, os elementos desta matriz
s0 iguais a dgpdyy € C.(epe]) é uma matriz denominada de fatia paralela (p, ) do
cumulante de quarta ordem, cujos componentes sao dados por Kjjp,. Note que qual-
quer matriz C.(A) pode ser representada como uma combinacio linear destas h?
matrizes, com os elementos de A sendo os coeficientes multiplicativos das mesmas,
o que mostra que este conjunto é uma base deste espaco de matrizes.

Portanto, o critério dado pela Equacao implicaria na diagonalizacao simul-
tanea destas h? matrizes, pelo menos de forma aproximada, j& que a diagonalizacao
SO sera exata se realmente todas as varidveis de z forem completamente indepen-
dentes, pois nestes caso apenas os componentes da diagonal principal do cumulante
de quarta ordem seriam diferentes de zero. Isto pode ser provado se admitimos que
o modelo linear do ICA ¢ vélido, isto é, s = Rb, o que leva a z = QR”s. Repre-
sentando QRT = U = [u;|uy|. .. |uy], pois U é uma matriz ortogonal, entao é facil

mostrar que C,(A) assume a seguinte forma diagonal:

h
C.(A) =) (kauf Aw)uu], VA (C.57)
i=1
onde k4; ¢ a curtose do componente 7 de s.
Considerando um conjunto de s matrizes N,.,» = 1,...,s, o diagonalizador si-

multaneo deste conjunto é a matriz unitéaria, Q, que maximiza o critério [229]:

S

S |diag (Q'N,Q)[* (C.58)

r=1

Entretanto, este procedimento é pouco atraente para um conjunto de s = h? matri-

zes.
CARDOSO e SOULOUMIAC [229] provaram que existem as chamadas matrizes

caracteristicas, E, que satisfazem a:
C.(E,) = \E,, trace {ETEST} =0,5, r,5=1,...h° (C.59)

e que sao ortonormais. O espectro de autovalores tem h(h—1) autovalores nulos e os

outros h autovalores sao iguais a curtose das componentes independentes A, = Ky,
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r=1,...,h. Desta forma, a base deste espaco de matrizes tem apenas h matrizes,
de forma que s6 é necessario fazer a diagonalizacao simultanea aproximada das

h matrizes caracteristicas (Joint Approximate Diagonalization of Eigen-matrices,
JADE).

C.6 Meétodo de Jacobi

O método de Jacobi é uma técnica iterativa para a diagonalizacao de uma matriz
simétrica A por uma matriz ortonormal, Q. O método utiliza uma sequéncia de
transformacoes ortonormais envolvendo apenas duas varidveis, Q;;, cada qual sendo
uma rotagao de Givens, que é uma rotagao no plano destas duas varidveis [279]. A
aplicagao da rotacao plana gera a matriz A}, = QiTjAQij, onde a rotagao no plano

das varidveis de indices i e j é representada por:

1 0 -0 0
0 c s 0
Q= |: DT : (C.60)
0 —S c 0
0 -«-- 0 -+ 0 --- 1

onde ¢ e s representam o cosseno e o seno do angulo de rotacao. No método con-
vencional, ¢ e s podem ser analiticamente calculados para zerar os termos fora da
diagonal da matriz transformada Aj;. O processo é realizado iterativamente percor-
rendo os h(h — 1) /2 pares de varidveis, o que é a chamada varredura do método. As
varreduras sao executadas até que o somatério dos quadrados dos termos fora da
diagonal principal da matriz que esta sendo transformada seja menor que uma dada
tolerancia. Fazendo-se as mesmas operacoes em uma matriz identidade, acaba-se
obtendo a matriz ortonormal de diagonalizagao Q.

CARDOSO e SOULOUMIAC [229] generalizaram o método de Jacobi para mi-
nimizar o somatoério dos quadrados dos termos fora da diagonal das matrizes obtidas
por C(E,), r=1,...,h, obtendo a solugao através de um problema de autovalor de
uma matriz 3 x 3 real simétrica no caso de dados complexos, que se reduz a um pro-
blema similar para uma matriz 2 x 2 real simétrica para dados reais. Assim, uma das
principais vantagens deste método é que os problemas bidimensionais apresentam
solugdo analitica simples [229H231], 280, 281].
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Apendice D

Decomposicao em Valores

Singulares

A decomposigao em valores singulares (SVD) é uma técnica numérica usada para
solugao de sistemas de equagoes lineares ou para inversao de matrizes singulares ou
muito préximo de serem singulares. Nestes casos, os métodos tradicionais como eli-
minacao Gaussiana ou decomposicao LU nao conseguem obter uma solugao, devido
ao mau condicionamento do problema. Por outro lado, a solu¢ao dada pela SVD nos
casos onde nao existem problemas de matriz singular tende a ser a mesma solugao
obtida com métodos tradicionais, como eliminacao Gaussiana e decomposicao LU
[218), 259].

Da mesma forma que a SVD torna possivel inverter uma matriz mal condicio-
nada, é possivel também obter uma solucao para matrizes nao-quadradas ou com de-
ficiéncia de posto. Considerando um sistema linear Ax = b com solucdo x = A~ 'b,
a matriz A,,«, pode ser tanto quadrada quanto retangular, ou seja, com numero de
linhas, m, maior ou menor que o nimero de colunas, n, e pode ser escrita como o
produto de uma matriz ortogonal U,,«,,, uma matriz diagonal W,,.,, com elemen-
tos positivos ou nulos (os valores singulares), e a matriz transposta de uma matriz

ortogonal V,,«,, ou seja:
A=UWV" (D.1)

onde U ¢ ortogonal e suas colunas sao vetores ortonormais e V é ortonormal, ou

seja, tanto suas colunas como suas linhas sao vetores ortonormais:
U'u=viv=1 (D.2)

No caso em que A,,x, possui um nimero de linhas menor que o de colunas, ou
seja, m < n, os valores singulares w; para j = m+1,...,n sao nulos.

O numero de condicionamento da matriz A pode ser calculado facilmente, apds
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essa decomposicao, a partir do vetor dos elementos da diagonal principal de W,
ou seja, os autovalores de A. Formalmente, o niimero de condicionamento de uma
matriz é definido como a razao, em magnitude, do seu maior com o menor autovalor.
A matriz torna-se singular quando o seu niimero de condicionamento ¢ infinito e mal
condicionada quando o mesmo é suficientemente elevado para provocar problemas
em operagoes de ponto flutuante, ou seja, quando o reciproco do niimero de condici-
onamento é da ordem de 10~% em operacoes de ponto flutuante com precisao simples
e 10712 usando precisao dupla ou estendida.

De acordo com a Equacao a inversa da matriz A pode ser calculada como:
A =V [diag(1/w;)] U" (D.3)

onde diag corresponde ao vetor contendo a diagonal principal de W.

O tnico problema de se fazer a inversao da matriz A, conforme colocado na
Equagao [D.3} é quando um ou mais dos valores de w; sao nulos, no caso de uma
matriz com posto deficiente, ou o w; ser um valor muito pequeno no caso de uma
matriz mal condicionada. Nestes casos, o que normalmente é feito em rotinas de
célculo de SVD ¢ definir um valor minimo de corte, ¢, para w; no qual para todo
w; < € o valor de 1/w; é substituido por zero. Em casos em que a SVD é aplicada
para obtencao de pseudo-inversas de matrizes ou solugao de sistemas lineares de
equacoes, € ¢ um valor baseado na precisao de célculo de operagoes de ponto flutuante
da maquina, geralmente se usa 1071 < ¢ < 107%. Em outras aplicacdes, como por
exemplo, na reducao da dimensionalidade de dados feita por métodos como PCA e
ICA, esse valor poder ser maior, 1073 < ¢ < 107! [218] 220].

Em casos de problemas super-determinados, a solucao do sistema linear obtida
pela SVD é a que minimiza o valor do residuo, r, num problema de minimos qua-

drados (norma Euclidiana ou L?), tal que:
r=||Ax — b|| (D.4)

para uma quantidade especifica de componentes da matriz W que foram considera-
dos. Em casos sub-determinados a SVD fornece uma das multiplas solucgoes possiveis
[259]. Caso seja usado e = 0 a solucao da SVD é igual a obtida pelos métodos diretos
de eliminacao Gaussiana ou decomposicao LU. Contudo, isso faria a SVD apresentar
os mesmos problemas dos métodos diretos em casos de matrizes com posto deficiente

ou mal condicionadas, onde w; — 0.
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Apeéendice E

Comparacao entre Diferentes
Modelos de Turbuléncia

Serao mostrados alguns resultados obtidos para o caso pt9gl1, apresentado na Secao
[7.3.1] usando diferentes modelos de turbuléncia. O resumo das caracteristicas desse
caso foi definido na Tabela [7.15] Foram avaliados os modelos de turbuléncia k£ — €
[240], Realizable k — € [282], k — w [256], 283], k¥ — w SST (Shear-Stress Transport)
[255], Spalart-Allmaras [284] e o modelo de dupla-camada, k — ¢ — W, apresentado
na Segao 6.7

Uma geometria 2D foi usada com uma malha computacional contendo aproxi-
madamente 14k células hexaédricas. Na Figura é ilustrada a malha na regiao
do acidente.

Usando essa malha obteve-se um y* méximo e médio em torno de 6 e 1,5, res-
pectivamente. As condigdes de contorno para o caso formam dadas na Tabela [7.17],
porém, para os modelos k — €, Realizable k — ¢, k — w, k — w SST (Shear-Stress
Transport) usou-se as fungdes de parede disponiveis no OpenFOAM. A condicao de

entrada para a variavel wq foi calculada como:

|
=
o

(E.1)

onde [ = 0,07 dj, é a escala de comprimento associada a turbuléncia e dj, é o diametro

Il
|
i
2|

Figura E.1: Ampliacdo da malha usada na regiao do acidente.
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hidraulico do duto.

Como o objetivo dessa andlise é avaliar diferentes modelos de turbuléncia, o
modelo multi-fluido foi resolvido usando quatro fases dispersas no DQMoM e nao foi
considerado a interacao entre particulas, ou seja, ignorou-se a quebra e a coalescéncia

turb — 1. Somente

de gotas. O termo de dispersao de gotas foi considerado usando Sc
os resultados para os modelos k — €, k —w SST (Shear-Stress Transport) e k—e— W
serao apresentados e discutidos, pois os resultados dos outros modelos levam as
mesmas conclusoes para o caso analisado.

Na Figura[E.2 sdo ilustrados os gréficos de contorno para a pressao, a velocidade
de mistura, a taxa de dissipagao de energia cinética turbulenta e a viscosidade tur-
bulenta obtidas usando o modelo de turbuléncia k£ — €. Percebe-se uma queda de

pressao na regiao do acidente (Figura|E.2(a)|) juntamente com um aumento de velo-

p [Pal

0.+00 1.e+05 2.6+05
(a)
1
lu,, | [ms "]

)\

4.e+00 8.e+00 1l.e+01 2.e+01

L T B B

(b)
€ [m?s?]

1.e+01 1.e+02 1.e+03 1l.e+04 1.e+05
S e

I [ R R L L LLLLILLL

(c)
vt [m?s1]

pa—

'|.e|- 4 2.e|-04 3.e-04 4.e-04 5.e-04
Ly
(d)

Figura E.2: Campos estaciondrios para (a) p, (b) u, = (1 —rq)ug + Zivzl TaUgy (Ve-
locidade média da mistura), (c) €y e (d) v§ obtidos usando o modelo de
turbuléncia k£ — e.
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cidade devido ao estreitamento do canal (Figura [E.2(b)). Como pode ser visto pela
Figura existe uma taxa de dissipacao de energia cinética turbulenta elevada
na regiao anterior ao acidente. Isso nao é plausivel, tendo em vista que o escoa-
mento é laminar nessa regiao. Esse predicao errada do valor de ey é problematica,
considerando que essa variavel poderia afetar as frequéncias de quebra e coalescéncia
de gotas, caso fossem consideradas. A viscosidade turbulenta possui valores mais
elevados na regiao do acidente e logo posterior ao mesmo (Figura .

Na Figura sao ilustrados os graficos de contorno para a pressao, a veloci-
dade de mistura, a taxa de dissipacao de energia cinética turbulenta e a viscosidade
turbulenta obtidas usando o modelo de turbuléncia k — w SST.

Como esperado, também nesse caso percebe-se uma queda de pressao na re-

giao do acidente (Figura [E.3(a)). Observa-se pela Figura [E.3(b)| que ocorre um

0 e-II-OO 1.e+05 2.e+05
P g
(a)

—1
w,, | [ms ']

4.e+00 8.e+00 1l.e+01 2.e+01

L B B

(b)
6 [Mm?s?]

1.e+01 1l.e+02 1.e+03 1l.e+04 1.e+05
S e i

I [ AR L L LLLLLLL]
(c)
vl [m?s 1]

l.e-04 2.e-04 3.e-04 4.e-04 5.e-04
TR e ——

L T I B |

(d)
Figura E.3: Campos estaciondrios para (a) p, (b) w, = (1 — rg)ug + S0, rou, (ve-
locidade média da mistura), (c) € e (d) v{ obtidos usando o modelo de
turbuléncia £ —w SST.
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Tabela E.1: Valores da diferenca de pressao, Ap, entre a entrada e a saida do canal.

Método Experimental [273] k—¢ k —w SST k—e—W
Ap [MPa] 0,171 0,205 0,227 0,207

aumento de velocidade devido ao estreitamento do canal. Observa-se também um
comportamento estranho do perfil de velocidade na secao posterior ao acidente. Esse
comportamento nao é plausivel, podendo ser atrelado ao modelo k—w SST que mos-
trou ser muito sensivel as condic¢oes iniciais e de contorno aplicadas. Por exemplo,
observou-se que o modelo é muito sensivel ao valor da intensidade turbulenta usada
na entrada ou variagoes da fungao de parede para wy [250], podendo em alguns casos
nao gerar o perfil de velocidade estranho mostrado na Figura . Por outro lado,
observa-se que a dissipagao de energia cinética turbulenta é muito baixa na regiao
anterior ao acidente (Figura[E.3(c)|), sendo um resultado mais razodvel que o obtido
com o modelo k — €. A viscosidade turbulenta possui valores expressivos somente
na regiao posterior ao acidente (Figura[E.3(d)).

Por fim, na Figura [E.4] sdo ilustrados os graficos de contorno para a pressao,
a velocidade de mistura, a taxa de dissipacao de energia cinética turbulenta e a
viscosidade turbulenta obtidas usando o modelo de dupla-camada &k — e — W

Novamente observa-se uma queda de pressao na regido do acidente (Figura
e um aumento de velocidade devido ao estreitamento do canal (Figura
. A taxa de dissipacao de energia cinética turbulenta é muito baixa na regiao
anterior ao acidente (Figura , sendo um resultado mais razoavel que o obtido
com o modelo k —e. A viscosidade turbulenta possui valores significativos na regiao
do acidente e posterior a0 mesmo (Figura [E.4(d))).

Na Tabela sao apresentados os valores da diferenca de pressao, Ap, entre a
entrada e a salda do canal obtido experimentalmente e os valores preditos usando
diferentes modelos de turbuléncia. Como pode ser visto, todos os valores preditos
pela simulacao superestimaram o valor de Ap. O modelo k — w SST foi o que pior
previu o valor de Ap, que pode estar relacionado ao perfil de velocidades estranho
obtido com este modelo. Os modelos k — € e k — € — W obtiveram resultados muito
parecidos, com um erro relativo de aproximadamente 20%.

Dentre os trés modelos de turbuléncia analisados, verificou-se que o modelo de
dupla-camada k—e—W foi o que previu resultados mais coerentes em relacao as pro-
priedades do escoamento. Comparado ao modelo k — €, o modelo k—e— W respeitou
a propriedade do escoamento ser laminar na regiao anterior ao acidente. Comparado
ao modelo £ —w SST, nao gerou perfis de velocidades com comportamento estranho

e ¢ menos sensivel as condigoes iniciais e de contorno.
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Figura E.4: Campos estaciondrios para (a) p, (b) u, = (1 — rq)ug + fov:l Talq (Ve-
locidade média da mistura), (c) €y e (d) v§ obtidos usando o modelo de
turbuléncia de dupla-camada k — ¢ — W.
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